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Einleitung und Aufgabenstellung

In dieser Diplomarbeit sollen die arithmetischen Konsequenzen von Beweisen, die den
unendlichen Satz von Ramsey fiir Paare verwenden, untersucht werden. Dabei liegt der
Schwerpunkt insbesondere auf der Frage, ob der Satz von Ramsey fiir Paare und 2 Farben
die Existenz von nicht primitiv-rekursiven Funktionen beweist.

Wir zeigen dazu, dass die Elimination von monotonen Skolemfunktionen auf einen
Grofiteil solcher Beweise angewendet werden kann. Damit wird gezeigt, dass in einem
entsprechenden Kontext Instanzen des Satzes von Ramsey fiir Paare und 2 Farben nur
primitiv-rekursive Funktionen erzeugen.

Zusétzlich untersuchen wir mit der Funktionalinterpretation das unendliche Schub-
fachprinzip, dessen Verallgemeinerung der Satz von Ramsey ist.

Der Satz von Ramsey

Der Satz von Ramsey, eine Verallgemeinerung des Schubfachprinzips, wurde 1930 vom
Frank P. Ramsey bewiesen und bildet zusammen mit dem Satz von van der Waerden
das Fundament der sogenannten Ramsey Theorie. Der urspriingliche Satz von Ramsey
besagt

Satz ((Unendlicher) Satz von Ramsey). Seien k,n > 1 und seien alle ungeordneten
k-Tupel der natiirlichen Zahlen mit n Farben gefirbt. Dann gibt es eine unendliche Teil-
menge H von IN, so dass die k-Tupel mit Werten in H alle die gleichen Farben haben.

Weit verbreitet — insbesondere in der Kombinatorik — ist auch die endliche Version
des Satzes von Ramsey:

Satz (Endlicher Satz von Ramsey). Seien k,n,l > 1. Dann gibt es ein v € IN, so dass
es fiir alle Firbungen der ungeordneten k-Tupel der Menge {0,...,r — 1} eine Menge
H C{0,...,r —1} gibt, bei der |H| > | und bei der alle k-Tupel mit Werten in H die
gleiche Farbe haben.

Die endliche Version folgt aus der unendlichen. Sie ist aus rekursiontheoretischer Sicht
trivial, da nach einer Losung einfach gesucht werden kann. In der Praxis ist die Suche
nach r sehr aufwendig. So konnte bisher z.B. noch kein genauer Wert fiir den Fall £ =
n =2 und [ > 5 angegeben werden.

Offensichtlich hat die unendliche Version dieses Satzes — wie das unendliche Schub-
fachprinzip — in der Regel keine rekursive (in den Parametern des Problems) Losung.

Es gibt mengentheoretische Erweiterungen des Satzes von Ramsey, die aber in dieser
Arbeit nicht betrachtet werden.
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Status

Der Satz von Ramsey wird seit 1971 sowohl mit rekursionstheoretischen als auch mo-
delltheoretischen Methoden auf seine beweis- und rekursionstheoretische Stirke hin un-
tersucht, siehe [Spe71, Joc72, Hir87, SS95, CJS01, Sim99, HJKH 08, HS07].

Bekannt ist, dass der Satz von Ramsey fiir 1-Tupel dem (unendlichen) Schubfachprin-
zip entspricht. Dieses ist dquivalent zum H?—Bounded—Collection—Principle und damit in
Bezug auf die logische Stérke sehr gut untersucht (siche [Hir87], Kapitel 2).

Der Satz vom Ramsey fiir Tripel (und gréfiere Tupel) ist dquivalent zur arithmetischen
Komprehension (itber RCAg) (siehe [Joc72] und auch [Sim99)]).

Es ist bekannt, dass der Satz von Ramsey fiir Paare und beliebig viele Farben die
Totalitdt der Ackermann-Funktion beweist und damit die Existenz von nicht primitiv-
rekursiven Funktionen (siehe [Hir87]). Er impliziert aber nicht ACAq (siehe [CJS01]).

Fiir den Satz von Ramsey fiir Paare und eine feste Anzahl an Farben konnte die be-
weistheoretische Stirke noch nicht vollstdndig bestimmt werden, obwohl dazu in der letz-
ten Zeit erhebliche Bemiihungen unternommen wurden, siehe [SS95, CJS01, HIKH08,
HSO07].

Specker zeigte, dass schon berechenbare Instanzen des Satzes von Ramsey fiir Paare
die Existenz von nicht rekursiven Funktionen bzw. Mengen beweisen ([Spe71]). Damit
kann der Satz nicht in RCAy bewiesen werden.

Cholak, Jockusch und Slaman zeigten allerdings, dass es fiir jede berechenbare Farbung
von Paaren eine lowy Losung gibt, d.h. eine unendliche homogene Menge A mit A” <p 0"
([CJSO01]). Auf diesem Resultat aufbauend zeigten sie in der gleichen Verdffentlichung,
dass RCAg + X9-TA + RT? fiir I13-Siitze iiber RCAg + X9-TA konservativ ist.

Offen bleibt allerdings, ob der Satz die Existenz von nicht primitiv-rekursiven Funk-
tionen beweist.

Weiterhin ist ungeklart, ob der Satz von Ramsey fiir Paare das schwache Lemma von
Konig impliziert.

Neuere Untersuchungen versuchen diese Fragen zu kldren, indem sie den Satz von
Ramsey fiir Paare in schwéchere Prinzipien zerlegen, die einzeln auf ihrer Stérke hin
untersucht werden (siehe [CJS01, HS07]).

Logische Starke

In dieser Arbeit betrachten wir die arithmetische Stérke von (Folgen von) Instanzen des
Satzes vom Ramsey fiir Paare.

Wir beschrénken uns bewusst auf (Folgen von) Instanzen des Satzes von Ramsey.
Damit werden zwar unsere Ergebnisse zur Klassifizierung im Sinne der Reverse Mathe-
matics nur eingeschrinkt verwendbar sein. Allerdings reichen (Folgen von) Instanzen fiir
die Analyse von Beweisen aus der Mathematik, die auf diesem Satz beruhen, meist aus,
da mehrfache, nicht parallele Anwendungen nicht hiufig vorkommen. Zusétzlich kann
ein logisches Prinzip durch mehrfache Anwendungen deutlich stiarker werden; z.B. folgt



Arithmetische Stérke

durch mehrfache Anwendung von T19-Komprehension (mit Mengenparametern) auch das
Schema der 1% -Komprehension.

Man kann nicht schlieffen, dass die Ergebnisse fiir Instanzen auch fiir allgemeine An-
wendungen des Satzes vom Ramsey fiir Paare gelten.

In der Reverse Mathematics wird bei dem Satz von Ramsey fiir Paare nur zwischen
der Version fiir 2 Farben und der fiir beliebig viele Farben unterschieden, da die Version
fiir n Farben mit einem Farbenblindheitsargument &dquivalent zu der fiir 2 Farben ist.
Mit der Einschréankung auf Instanzen kann dieses Farbenblindheitsargument nicht mehr
durchgefiihrt werden. Deshalb betrachten wir in dieser Arbeit den Satz von Ramsey fiir
Paare und n Farben und nicht wie iiblich nur fiir 2 Farben.

Arithmetische Starke

Wir untersuchen, welchen Einfluss die Verwendung von Instanzen des Satzes von Ramsey
in Beweisen arithmetisch monotoner Satze hat. Insbesondere betrachten wir Satze der
Form

Vf,nEImAqf(f,n,m), (*)

wobei Agy quantorfrei ist und untersuchen, unter welchen Bedingungen die Existenz
einer in f und n primitiv-rekursiven Funktion folgt, die m beschrankt.
Typische Beispiel fiir Sétze der Form (x) sind Sétze iiber die Konvergenz monotoner
Folgen, wie
Vindm®(f,m) <g 27",

wobei Am.®(f, m) monoton fallend ist und gegen 0 konvergiert fiir jedes f.

Solche Sétze treten unter Anderem in der Fixpunkt-Theorie auf (siche [Koh08]). Aber
auch viele andere Aussagen aus der Mathematik kénnen in dieser Form geschrieben
werden.

Die Untersuchungen miissen in einem schwachen System stattfinden, das selbst nicht
die Existenz primitiv-rekursiver Funktion beweist.

Elimination von Skolemfunktionen

Wir verwenden fiir diese Untersuchung die Elimination von Skolemfunktionen fir mo-
notone Formeln. Dies ist eine von U. Kohlenbach entwickelte Methode, um den Einfluss
nicht-konstruktiver Prinzipien auf arithmetisch monotone Formeln genau zu bestimmen
(siche [Koh98b, Koh98c]).

Die Elimination von Skolemfunktionen besagt in dem speziellen hier verwendeten Fall:
Beweise arithmetisch monotoner Formeln, die in einem schwachen System (GooA®“, d.h.
ein System, das keine E?—Induktion und nicht den vollen primitiv-rekursiven Iterator ent-
hilt), mit dem schwachen Lemma von Kénig und mit Instanzen von I1{-Komprehension
und I1§-Auswahlaxiom formalisiert werden kénnen, kénnen transformiert werden in Be-
weise ohne diese nicht-konstruktiven Prinzipien aber mit ¥-Induktion (s. Abschnitt 1.3).
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Wichtig ist, dass die nicht-konstruktiven Prinzipien nur parallel angewendet werden
diirfen und die nicht primitiv-rekursiven Losungen dieser Prinzipien nicht iteriert werden.
Dies wird durch das Beschrianken auf Instanzen erreicht. Das schwache Lemma von Konig
kann aber in voller Allgemeinheit angewendet werden, da es nicht zum Wachstum der
Funktionen beitrégt.

Im Fall des Satzes von Ramsey fiir Paare sind diese Einschriankungen (auch bei mog-
lichen anderen Techniken) notwendig, denn mit voller X{-Induktion folgt iiber EA? oder
RCA{ und einer Instanz von 19-Komprehension schon der Satz von Ramsey fiir Paare
und beliebig viele Farben, der die Totalitit der Ackermannfunktion und damit einer
nicht primitiv-rekursiv beschrankbaren Funktion beweist.

Wir zeigen, dass der Satz von Ramsey fiir Paare und eine feste Anzahl an Farben aus
dem schwachen Lemma von Konig und II9-Komprehension instanzenweise folgt. Damit
kann er auch bei der Elimination von Skolemfunktionen verwendet werden. Insbeson-
dere existiert eine primitiv-rekursive Schranke fiir m bei Sétzen der Form (x), die mit
Instanzen des Satzes von Ramsey fiir Paare und n Farben bewiesen werden.

Vorgehen

Fiir die Analyse der Stirke des Satzes von Ramsey fiir Paare ist der urspriingliche Be-
weis von Ramsey ungeeignet, da er sich nicht in einem geniigend schwachem System
formalisieren lésst.

Wir verwenden einen Beweis von Erdds und Rado, der urspriinglich genutzt wurde,
um mengentheoretische Erweiterungen des Satzes zu beweisen. Dieser Beweis ist kon-
struktiver; z.B. lassen sich im Gegensatz zum Beweis von Ramsey leicht Schranken fiir
r im endlichen Satz von Ramsey ablesen. (Diese Schranken sind jedoch im Vergleich zu
den besten bekannten Schranken um GréBenordnungen schlechter.) Der Beweis benutzt
allerdings das Lemma von Konig.

Wir werden deshalb in Kapitel 3 zuerst das Lemma von K&nig genauer analysieren und
zeigen, unter welchen Umstéinden seine Anwendungen mit I1-Auswahlaxiom-Instanzen
auf das schwache Lemma von Koénig (WKL) zuriickgefiihrt werden koénnen.

Mit dieser Analyse wird in Kapitel 4 der Beweis des Satzes von Ramsey fiir eine
Firbung ¢ in einem schwachem System mit WKL und einer Instanz £(c) von I1{-Kom-
prehension formalisiert.

Wir betrachten auch den Satz von Ramsey fiir Paare und transitive Farbungen. In
diesem Fall kann der Satz auch in einer allgemeineren Anwendung eliminiert werden.

Funktionalinterpretation

Neben der Analyse mit Hilfe der Technik der Elimination von Skolemfunktionen unter-
suchen wir direkt die Losungsterme der Funktionalinterpretation.

In Kapitel 2 zeigen wir mit Hilfe der Funktionalinterpretation des unendlichen Schub-
fachprinzips von Oliva [Oli06] und mit Hilfe der Ergebnissen von Parsons [Par70], dass
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feste Anwendungen des unendlichen Schubfachprinzips eliminiert werden kénnen. Wir
betrachten auch das I1-Bounded-Collection-Principle. Dieses Prinzip ist fiquivalent zu
dem unendlichen Schubfachprinzip. Wir l6sen dessen Funktionalinterpretation und zei-
gen, dass analog feste Anwendungen dieses Prinzips eliminiert werden kénnen.

Mit der Elimination von Skolemfunktionen kénnen allgemeinere Anwendungen des
I19-Bounded-Collection-Principles eliminiert werden. Allerdings hiingt dies stark von den
Eigenschaften des logischen Systems (GooA“) ab. Die Elimination mit der Funktional-
interpretation gilt dagegen im allgemeineren Kontext.

Es ist fraglich, ob es eine Losung der Funktionalinterpretation gibt, die dhnlich gute
Ergebnisse liefert wie die Elimination von Skolemfunktionen, da bei der Funktionalin-
terpretation die speziellen Eigenschaften des System erst auf die Losungsterme, die in
jedem System die Ubersetzung 16sen, angewendet werden.

Anschlieflend 16sen wir aufbauend auf der Formalisierung des Erdés-Rado-Beweises die
Funktionalinterpretation des Satzes von Ramsey fiir Paare. Diese erfordert zusétzlich die
Anwendung der Bar-Rekursion von Spector [Spe62], wobei allerdings Bar-Rekursion vom
kleinsten Typ By, ausreicht.
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1 Grundlagen

1.1 Systeme

In diesem Abschnitt werden zunéchst die Peano Arithmetik und die Heyting Arithmetik
in allen endlichen Typen (E-PA“, WE-PA“, E-HA“, WE-HA“) und die Fragmente EA?
und G, A eingefiihrt, die den Kalmar elementaren Funktionen bzw. der n-ten Stufe der
Grzegorczyk Hierarchie entsprechen.

G, A” enthilt neben den fiir die Definition der Funktionen aus der Grzegorczyk Hier-
archie notwendigen Axiomen alle wahren V-Sitze (iiber Zahlen, Funktionen und Funk-
tionalen). Damit werden insbesondere Aussagen iiber Konservativitit, die in Kapitel 2
und Kapitel 4 behandelt werden, stirker. Allerdings ist das Axiomsystem nicht mehr
entscheidbar.

EA? dagegen enthélt ausschlieSlich die Axiome, die fiir die Definition der Kalmar ele-
mentaren Funktionen notwendig sind. AuBerdem enthilt EA? ausschlieSlich Funktionale
bis zum Grad 2.

Die Kalmar elementaren Funktionen entsprechen der dritten Stufe der Grzegorczyk
Hierarchie. GgA® ist damit, abgesehen von den V-Sétzen, eine Typerweiterung von EAZ2.
Insbesondere EA? C G, A“ fiir n > 3. Siehe [Koh08, Koh96].

Definition 1.1 (Endliche Typen). Die Menge der endlichen Typen T ist definiert als
0T, preT=r1(p €T,

wobei 0 den Typ der natiirlichen Zahlen bezeichnet und 7(p) den Typ der Funktionen
von Objekten des Typs p zu Objekten des Typs .
Die Menge der reinen Typen P C T ist definiert als

0eP, peP=0(p) cP.
Die reinen Typen werden oft mit natiirlichen Zahlen bezeichnet:
n+1:=0(n).
Der Grad deg eines Typs p ist definiert als
deg(0) := 0, deg(7(p)) := max(deg(r),deg(p) +1).

Definition 1.2 (Klassische und intuitionistische Pradikatenlogik in allen endlichen Ty-
pen, PL¥ IL¥). Die Sprache der intuitionistischen Prédikatenlogik in allen endliche Ty-
pen L£(IL¥) besteht aus Variablen z y?, ... fiir jeden Typ p € T, den entsprechenden

11
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Quantoren Vz”, 3z, den logischen Symbolen A, V, —, L mit den iiblichen Bedeutun-
gen, der Gleichheitsrelation =g zwischen Objekten vom Typ 0 und dem A-Kombinatoren
ore ng;(f:?)(m %) fiir alle 5, p,7 € T.

Terme von Typ 7 sind Konstanten und Variablen des Types 7 und fiir alle Terme ¢
des Types 7p und s von Typ p ist ts ein Term von Typ 7.

Gleichheit fiir hohere Typen ist definiert als

(s =, t] == V', ... alr swy ... o =g taq ... 2] filr p=0py ... p1.
IL® enthilt die {iblichen Axiome und Regeln der intuitionistischen Pridikatenlogik,
die Gleichheitsaxiome fiir =g, die charakterisierenden Axiome fiir IT und X

4,000
Wprafym =pz N2 y2" =1 w2(y2)

und die quantorfreie Extensionalitdtsregel

A0—>S:pt

(QF-ER): Ag—rls] = r[t]’

wobei Ay quantorfrei ist.

PL¥ enthalt zusidtzlich das tertium-no-datur Schema
AV —A.

Bemerkung 1.3. Mit den logischen Kombinatoren II, 3 lasst sich der A-Term Axz?.t7 fiir
jeden Term ¢ [z”] definieren, so dass

ILY B (AxP.t7)sP =, t[s].
Die Erweiterung von IL*, PL* mit den Extensionalitéitsaxiomen
(Ep): Var yP, 27 (x =p y — 22 =7 2y)

wird mit E-IL¥, E-PL% bezeichnet.

Die IL? bzw. PL? bezeichnen die Einschrinkung auf Zahl- und Funktionsvariablen
(Variablen vom Grad < 2) und Ersetzung der A-Kombinatoren II und ¥ durch die
A-Abstraktion vom Typ 0 als primitiven Term, d.h. es gibt fiir jeden Zahlterm ¢ eine
Funktion A\z?.t mit

(Az%.t)(s) =o t[z/s].

AuBerdem wird QF-ER durch die Gleichheitsaxiome fiir jeden Typ (mit Grad < 2)
ersetzt. Die Gleichheitsaxiome und damit die volle Extensionalitiat wiirden schon aus
QF-ER folgen, denn mit QF-ER gilt

T=0Yy—T=0Y

T =0y —zlx =g 2ly

und damit E;. Analog folgen E; mit deg(7) < 2.

12



1.1 Systeme

Definition 1.4 ((Schwach extensionale) Peano und Heyting Arithmetik in allen endli-
chen Typen (E-PA¥, WE-PA¥, E-HA“, WE-HAY)). Die (schwach extensionale) Peano
Arithmetik in allen endlichen Typen ist die Erweiterung von E-PL* bzw. PL* mit der
Nachfolgerfunktion S!, den S-Axiomen

St =0 Sy—x=0y —(0 =g Sx),

(p0p) p0

den Rekursoren R/ fiir alle p € T mit den definierenden Axiomen

R,0yz =, y,
(Rp): R N
p(S2)yz =) 2(Rayz)z,

und dem Induktionsschema
(TA): A(0) A Vn (A(n)— A(Sn)) —Vn A(n).

Die (schwach extensionale) Heyting Arithmetik in allen endlichen Typen ist die ent-
sprechende Erweiterung von E-IL“ und ILY. @[, mer bezeichnen die Ein-
schrinkung von E—PAib\zw. WE—PAiﬂf quantorfreie Induktion und den Rekursor Ry.
Analog bezeichnen E-HA“[ und WE-HA®| die entsprechenden Einschrinkungen von
E-HA“ und WE-HAY.

Die geschlossenen Terme von @[, eingeschriankt auf reine Typen, entsprechen
Kleenes primitiv-rekursiven Funktionalen (Schemata S1-S8 [Kle59]), wihrend die ge-
schlossenen Terme von E-PA“ den primitiv-rekursiven Funktionalen im Sinne von Godel
entsprechen. Die Terme von WE-PA® | genauer das quantorfreie Fragment von WE-PA%,
wird auch als System T bezeichnet [G6d58, Hil26].

Bemerkung 1.5 ([Koh08, 9.12], [Koh98b, S. 380]). E-PL¥ erfiillt das Deduktionstheorem,
d.h.
E-PLY+ A+ B gdw. E-PLYFA—B

fiir geschlossenes A und beliebiges B.
Fiir PL¥ gilt das Deduktionstheorem, aufgrund von QF-ER, im Allgemeinen nicht.

1.1.1 Modelle von E-PA¥

Das Modell aller mengentheoretischen Funktionale S“ ist definiert als

So:=IN
Srp = {alle mengentheoretischen Funktionale ¢: S, — S;}
Sw = <Sp>p€r_[‘.

Offensichtlich ist §“ ein Modell von E-PA¥.

Ein weiteres Modell von E-PA¥ ist die Struktur aller stark majorisierbaren Funktionale
MY (hereditarily strongly majorizable set-theoretic functionals of finite types®) von
Bezem [Bez85], siche auch [Koh08, 3.61, 3.69).

13
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M erfiillt im Gegensatz zu §* Spectors Bar-Rekursion. Mit Bar-Rekursion kann volle
Komprehension (iiber Zahlen) in der Funktionalinterpretation behandelt werden, siehe
Abschnitt 1.2.3.

1.1.2 Kalmar elementare Arithmetik

Definition 1.6 (Kalmér elementare Funktionen, £). Die Kalmdr elementaren Funktio-
nen & sind die kleinste Menge, die die initialen Funktionen

-0,

— Nachfolger 5,

— Projektionen von k Parametern auf die i-te Komponente Iik ,

— Addition +,

— modifiziertes Minus =,

— Multiplikation - und

— Exponentiation 2
enthilt und die unter Komposition, beschrénkter Suche pp, und elementarer (beschrink-
ter) Rekursion abgeschlossen ist.

Elementare Rekursion definiert aus den Funktionen g,h.k die Funktion f mit

f(0,m) = g(m)
f(n+1,m) :=min(h(f(n,m),n,m), k(n,m)).

Diese Definition entspricht der dritten Stufe der Grzegorczyk Hierarchie. Fiir die ur-
spriingliche Definition von Kalmér siehe [Kal43], fiir die Aquivalenz siehe [Clo99].

Definition 1.7 (Kalmar elementare Arithmetik mit Funktionsvariablen, EA?). EA?
bezeichnet die Erweiterung von PL? um die Nachfolgerfunktion S', die S-Axiomen

Sz =g Sy—zx =0y —(0 =¢ Sx),
das Schema der quantorfreien Induktion
(QF-IA): (Ag(0) A Vn (Ag(n) — Ag(Sn)) — Vn Ag(n)

und Konstanten und definierenden Axiomen fiir alle Kalmar elementaren Funktionen
von Typ < 2.

1.1.3 Grzegorczyk Arithmetik

Definition 1.8 (Ackermann Funktion, [Ack28]). Die n-te Stufe der Ackermann Funktion
Ap: IN X IN — IN ist (durch Rekursion von auflen) definiert durch

Ao(z,y) = Sy,
xz fallsm=0
Apy1(2,0):=<0 fallsn=1,
1 fallsn>2

An+1(l', Sy) = An(xa An+1 (:I"a y))

14
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Definition 1.9 (Grzegorczyk Arithmetik in allen endlichen Typen, G,A%, [Grz53,
Rit65]). £(G,AY) enthilt £(PL¥), die Konstanten 0°, S', max$% min)?, A ...
AY00, @800, o, ®U00 ,ugm, Rz(po)(poo)(po) und das Pradikat <.

G, A enthilt zusitzlich zu den Axiomen und Regeln aus PL* folgende Axiome:

1. <g-Axiome: -z <g 0, x <g Sy—zr <gy Ve=y,r<oyVr=yVy<ozr
2. S-Axiome: Sx =9 Sy—x =gy, 0 =¢ Sz, v <g Sz

3. maxg(z,y) >0 x, maxo(x,y) >0 y, maxo(x,y) =¢ ¢ V maxo(x,y) =p y

4. ming(z,y) <o z, ming(z,y) <o y, ming(z,y) = = V ming(z,y) =y

5. Die definierenden Gleichungen fiir A,, aus Definition 1.8.

6.
{ ®; f(Sz) =0 Ai_1(f(Sz), ®; fx) fiir i > 2
®1f0 =0 f0O
®1 f(Sz) =9 maxq(f(Sz), ®;fx)

7. Die definierenden Gleichungen fiir die beschriankte Suche py:

y<ox A [Py =00— fo(umfr) =00
(1p): Sy <o pufr— fry #0
mfr=o V(fr(uwfr) =0 A wpfr <o)

8. Die definierenden Gleichungen fiir den beschréinkten Rekursor R:

{ ROyzvw = yw

R(Sz)yzvw =¢ ming(z(Rryzow)zw, vew)

9. Alle IN, NIV, N _wahren universellen Siitze. Das heift alle Sitze der Form
Vazf Ap(z), die in dem vollen mengentheoretischem Modell §% gelten und bei denen
deg(p) < 2 gilt.

GooAY =, ey GrA”
G,RY bezeichnet die Menge der geschlossenen Terme in G,A%.

Bemerkung 1.10. Die Definition von G, A% ist auch nur unter Beachtung der Punkte 1-8
Sinnvoll.

Die V-Séatze sind auf Grad < 2 eingeschriankt, damit auch das Modell aller stark ma-
jorisierbaren Funktionale M“ das System G, A“ erfiillt. Insbesondere hat G, A* damit
ein Modell, das Spectors Bar-Rekursion erfiillt.
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1 Grundlagen

Bemerkung 1.11. G, A“ enthilt QF-TA, da dieses Axiom als reiner V-Satz geschrieben
werden kann und S¥ E QF-IA.

E?—IA und stirkere Induktionsaxiome sind nicht beweisbar in G, A%, da G, A“ nicht
den Iterator ®;;

@;:0yf =0y
Qi (Sx)yf =0 f(Puzyf)
enthéalt.

Proposition 1.12 ([Koh08, 3.28]). Sein > 1, dann gibt es fir jeden Satz A aus G,A*,
in dem nur beschrdinkte Quantoren vom Typ 0 vorkommen, einen Term t4, so dass gilt

GnA(;) '_vxla"'al‘n (tAiEl...l‘n =0 OHA(JIL,(E”))

Proposition 1.13 (Cantor Pairing). Fir n > 2 kann in G,A% die Cantor Pairing
Funktion j und ihre Projektionen definiert werden:

(20 40) = minu <o (z +y)? + 3z +y[2u =0 (x +y)> + 3z +y| falls existent
’ . 0° sonst

jiz:==minz <o z [y < 2(j(z,y) = 2)]
Joz :=miny <, z [Fr < 2(j(x,y) = 2)]

Proposition 1.14 ([Koh08, 3.30]). Firn > 2 konnen in G,A* endliche Folgen, basie-
rend auf Cantor Pairing (Proposition 1.13), kodiert werden.

x = (xg,...,Tk)

bezeichnet die Folge mit den Werten xgq, ..., xk.

lth(x) berechnet die Linge der durch x kodierten Folge, (x), den Wert an der Stelle
y, wobei (z)y =0 falls y > lth(x).

Falls n > 3 kann zusdtzlich die Konkatenation x mit

(Xoy vy i) % (i1, .oy T) = (Toy -+ oy The)
und das Wertverlaufsfunktional
dyfr = (f0,..., f(x = 1))
definiert werden. Statt @ f schreibe auch f.

Bemerkung 1.15. Die Ergebnisse aus Proposition 1.12 und Proposition 1.14 gelten analog
fir EA?, da in G3A” und EA? die gleichen Funktionen definierbar sind.
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1.1 Systeme

1.1.4 Formelklassen

e Eine Formel heifit quantorfrei, wenn sie keine Quantoren enthélt. Die Menge der
quantorfreien Formeln wird mit QF bezeichnet. Formeln, in denen nur beschréankte
Quantoren vom Typ 0 vorkommen, sind in G, A* und EA? mit Proposition 1.12
dquivalent zu einer quantorfreien Formeln.

e Die Menge aller Formeln der Form
0299299 .. a0 Ag(x1, ..., 2p),

wobei Ay nur beschrinkte Quantoren enthilt, @ € {V,3} und Q" der zu Q duale
Quantor ist, wird mit II9, falls @ =V, und mit 22, falls @ = 4, bezeichnet.
AY =19 N xY.

e Eine Formel heifit arithmetisch, falls sie nur Zahl-Quantoren, also Quantoren von
Typ 0 enthélt. Mit Prenexierung und Kontraktion von Quantoren (durch Tupel-
bildung, Proposition 1.14) ist jede arithmetische Formel, modulo Aquivalenz, in
Hg bzw. 22 fiir ein k enthalten. Daher wird die Menge der arithmetischen Formeln

mit
R EO . U HO

bezeichnet.

e Die Menge der Formeln der Form

Qfi Qf2 Q.- frAwrin(x1,- ., ),
wobei Agn eine arithmetische Formel ist, wird mit H,lC bzw. E,lc bezeichnet.

e Eine Formel heifit analytisch, falls nur Quantoren vom Grad 0 oder 1 vorkommen.

In diesen Formelklassen sind beliebige Parameter zugelassen (,,Bold Face®).

1.1.5 Logische Prinzipien
Definition 1.16.

Auswahlaxiom (AC*?): Vz® 3y° A(x,y) — IV P4Va® A(z, V)

): 39" Va® (g(x) =0 0 A(x))

Induktion (IA): (A(0) A V2° A(z) — Az + 1)) — Va A(x)
Bounded Collection Principle (CP): Vn (Vo < n3Jy A(z,y) — Jy*Ve < nJy < y"A(z,y))

Komprehension (CA

K-AS bezeichnet das Axiomschema AS, das auf Formeln aus der Menge K beschrinkt
wurde.

17



1 Grundlagen

Logische Prinzipien mit Parametern
Definition 1.17.
Y-CA(f) := IgVaP (g:ﬂ =0 0y fay = O) ,
I9-AC(f) == V10 (Va2 3y" V2° flayz = 0) — (3gVa Vz flz(gx)z = 0),
Vi (V:co (Fu® Vo (flzuw =g 0) — Vi 30° (glwiis = 0) —
AY-TIA(f,g) := [FuVo (fl0uww = 0) A Va (3u Vv (fluv = 0))
— JuVv (fl(x + 1)uv = 0)) = Vo FuVo (flauww = O)])

9-TA(f), X9-TA(f) sind analog definiert.

K-AS(f) bezeichnet das auf f angewendete Prinzip. (In der Regel werden Formeln
nach Proposition 1.12 als Terme/Funktionen kodiert.) K-AS(f) wird fiir jedes Prinzip
definiert.

K-AS™ bezeichnet die Menge aller Instanzen K-AS(¢), wobei in ¢ nur freie Variablen
vom Typ 0 vorkommen.

Bemerkung 1.18. Eine Folge (f;); einzelner IT{-Komprehensionsinstanzen (H?—CA( fl))Z
kann auf I[1{-CA(f’) mit f'ay = f(@), ()2, y) zuriickgefithrt werden [Koh98b, 3.8]. Damit,
wird auch die Existenz einer Folge von Komprehensionsfunktionen (g;); = Az.¢'({i, x))
bewiesen.

Proposition 1.19 ([Koh98b, 3.6]).
G,AY + QF-AC™? 1 v OO0 (0.CcA(ef) — I-AC(f))
fiir einen geeigneten geschlossenen Term &.

Proposition 1.20 ([Koh98b, 3.11]).
G3AY + QF-ACY RV f, g (IIY-CA(&1 f) A TIY-CA(&29) — AS-TA(f, 9))

fiir geeignete geschlossene Terme & und &s.

1.1.6 Vergleich zu Sub-Systemen der Arithmetik zweiter Stufe

Fiir eine genaue Beschreibung der Systeme siehe [Sim99].

Definition 1.21 (Arithmetik zweiter Stufe Z3). Die Sprache der Arithmetik zweiter
Stufe besteht aus Zahlvariablen (i,7,k,. .. ) und Mengenvariablen (X,Y,Z....), den dazu-
gehorigen Quantoren, den iiblichen logischen Symbolen A, V, -, —, <, den Priadikaten
=0, <o zwischen Zahlen und € zwischen einer Zahl und einer Menge, den Konstanten 0,
1 und den Funktionen +, -.

Die Axiome bestehen aus

18



1.1 Systeme

— Basisaxiomen: S-Axiomen (wobei Sz =z + 1), <¢-Axiomen (wie oben), den defi-
nierenden Axiomen fiir + und -,
— Induktionsschema

(IA): (A(0) A Yn(A(n)— A(Sn))) —Vn A(n),
— Komprehensionsschema
(CA): 3X Vn(n € X < A(n)).

Bemerkung 1.22. Mit Komprehension ist das Schema IA dquivalent zu dem Axiom der
quantorfreien Induktion

(QF-IA): VX 0e X AVn(ne X —n+1€ X))—Vn(neX).

Definition 1.23 (RCA (recursive comprehension)). RCA hat die gleiche Sprache wie
Zo. Es enthilt die Basisaxiome und X9-IA, AY-CA anstatt voller Induktion (IA) und
Komprehension (CA).

Die Erweiterung von RCAy um alle primitiv-rekursiven Funktionen ist konservativ
iiber RCAg. Im Folgenden wird nicht mehr zwischen diesen beiden Systemen unterschie-
den.

Definition 1.24 (RCAj). Die Sprache von RCAj besteht aus der Sprache von Zs mit
der Exponentialfunktion exp(n,m). RCA{ enthilt die Basisaxiome, %)-TA, AY-CA und
die definierenden Axiome fiir exp.

Offensichtlich RCAg = RCAf + £9-1A.

In RCA{ kann man Cantor Pairing definieren und damit iiber Tupel und Mengen von
Tupeln quantifizieren.

RCA} ist in EA? + QF-AC enthalten, wenn man Mengen durch ihre charakteristische
Funktion identifiziert. Die Basisaxiome und QF-IA sind in EA? enthalten. Aus QF-AC
folgt AJ-CA:

Seien ¢, ¥ quantorfrei mit 3z ¢(n, x) « Vr(n,x), dann

Vn3k <1 (3x¢(n,x) <k =0)]
— [Vn3k <13z,2' (=p(n,z) =k #0 A p(n,z) —k = 0)]
WA 3K <1 Ar1Vn Bz d(n,z) — K(n) = 0)].

Umgekehrt kann EA? + QF-AC in RCA}, eingebettet werden, indem Funktionen, wie
in allen Systemen zweiter Stufe iiblich, als Graph dargestellt werden. Die Kalmar ele-
mentaren Funktionen kénnen in RCA( definiert werden, siehe [SS86]. QF-AC folgt aus
AY-CA und Z5-1A:

[Vx 3y P(z,y)]
8-IA / /
= [Va 3y (P(z,y) A VY <y-P(z,y))]
A9-CA

— [3F (Va,y (P(z,y) <(z,y) € F) ANV Iy ((z,y) € F ANVyY <y(z,y) ¢ F))]

F ist Graph einer Funktion
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1 Grundlagen

Definition 1.25 (ACAj). ACAj hat die gleiche Sprache wie Zs. Es enthélt die Basis-
axiome, QF-TA und 1% -CA.
Aus QF-TA und T19 -CA lisst sich TT1%-TA ableiten.

Definition 1.26 (WKLy, WKL{). WKL besteht aus RCA( und dem schwachen Lemma
von Konig (WKL), siehe Kapitel 3. WKL besteht entsprechend aus RCA{ und WKL.
1.2 Funktionalinterpretation

Definition 1.27 (Dialectica Interpretation, [G6d58]). Jeder Formel A aus L(WE-HA)
wird durch Induktion iiber den Aufbau von A die folgende Ubersetzung zugeordnet

AP = 3z Vy Ap(z,y),
wobei Ap quantorfrei ist.
(i) AP := Ap := A fiir A Primformel.

Sei AP =3z Vy Ap(z,y) und BP = 3u Vv Bp(u, v) schon definiert, dann

18
<

)

(i) (A A B)P :=3z,uVy,v[A A B]p

= Jz,uVy,v[Ap(z,y) N Bp(u,v)],
(iii) (A Vv B)P:=320, z,uVy,v[A VvV Blp

= 3% z,uVy,v[(z = 0— Ap(z,y)) A (2 # 0— Bp(u,v))],
(iv) (A— B)P :=3U,Y Vz,v[A— B|p

= Elg,zvﬁ,y[AD($,Y1‘Q)—>BD(U1',U)],

(vi) (Vzf A(2))P :=3X Vy, 2 [Vz A]p := X Vy, 2 [Ap(X z,y, 2)].

Definition 1.28 (Negativiibersetzung, [Kur51]). Die Negativiibersetzung von Kuroda
ordnet jeder Formel A aus IL“ eine Formel A’ := == A* zu. A* ist definiert durch

(i) A* := A falls A Primformel,
(ii) (AO B)*:=(A* 0O B*), wobei O € {A, V,—},
(iii) (Jzr A)* := JzP A*,

(iv) (Varf A)* := Var -—=A*.
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1.2 Funktionalinterpretation

1.2.1 ND-Ubersetzung

Die Kombination von Negativiibersetzung und Dialectica Interpretation heifit ND-Uber-
setzung.

Satz 1.29 (Korrektheit der ND-Ubersetzung, [G6d58, Yas63, Tro73], [Koh08, 10.7]).
Sei P eine Menge rein universeller Sitze Vz2 Bo(z) (Bo quantorfrei) aus L(WE-PAY)
und A(a) ein beliebiger Satz aus L(WE-PAY), der nur a frei enthdlt. Dann gilt

WE-PAY + QF-AC 4+ P + A(a)
= ND extrahiert Terme t aus WE-HAY, so dass
WE-HAY + P +Va,y (A')p(ta,y,a).

Satz 1.30 (Charakterisierung der ND-Ubersetzung, [Kre59], [Koh08, 10.13]). Fiir jede
Formel A aus L(WE-PA¥) gilt

WE-PA“ + QF-ACF A (AP,

Satz 1.31 (Hauptsatz iiber die Programmextraktion durch ND, [G6d58, Yas63, Tro73],
[Koh08, 10.8]). Sei P eine Menge rein universeller Sdtze Vz2 By(z) (Bo quantorfrei) aus
L(WE-PA®) und Ag(xf,y") eine quantorfreie Formel aus L(WE-PA®), in der zP, y™ die
einzigen freien Variablen sind. Dann gilt

WE-PAY + QF-AC 4+ P+ Va” 3y" Ag(z,y)
= ND extrahiert einen geschlossenen WE-HA®-Term t, so dass gilt
WE-HA® + P - Vx Ay (z, tz).

1.2.2 NMD-Ubersetzung
Definition 1.32 ([How73]).

¥ majy x :=z* >¢ x,

z* maj., = Vy*,y (y* maj, y—z*y" maj, zy).

Die monotone Funktionalinterpretation (MD) einer Formel A aus L(WE-HA¥) ist
definiert als
AMD .= 3, (ﬁ maj x A VQ,QAD(g(g),g,g)) )

Die NMD-Ubersetzung ist die Kombination von Negativiibersetzung und monotoner
Funktionalinterpretation.

Satz 1.33 (Korrektheit der NMD-Ubersetzung, [Koh08, 10.20]). Sei A eine Menge von
Sdtzen der Form
¥a® 3b <, rave Bo(a,b,¢),
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1 Grundlagen

wobei By quantorfrei ist, aufler a,b,c keine freien Variablen enthdlt und r ein beliebiger
geschlossener Term ist. 0,0,y sind beliebige Typen. A ist definiert als die entsprechende
Menge an Sdtzen der Form

EIB < IV@,QBO(C%@, Q)

Dann gilt

WE-PAY + QF-AC + A F A(a)
= NMD extrahiert Terme t aus WE-HAY, so dass
WE-HAY + A+ 3z (t" maj x A Va,y (A')D(gg,g,g).

Bemerkung 1.34. Die Ergebnisse aus Satz 1.29, 1.30, 1.31 und 1.33 gelten analog fiir
WE-PA“ [, WE-HA“[ und G,A%, G,AY anstatt WE-PAY und WE-HAY.

1.2.3 Funktionalinterpretation der vollen klassischen Analysis

Spector zeigte, dass die Funktionalinterpretation des Schemas der vollen Komprehension
tiber Zahlen
(CA): 3f Va (f(z) =0 0 A(x))

mittels Bar-Rekursion gelost werden kann ([Spe62]).
Der (simultane) Bar-Rekursor B wird durch das folgende Axiom definiert:

y(z,n) <o n— B yzung =, zn(T;7)
y(@7) >0 n— Bf “yzung =, ui(AD2.B2Tyzu(n + 1)(z;7 * D))n(Z;7)

(BR&I) : {

firi=1,...,k, wobei

zj(k) falls k <n,

0Pe sonst

(T7); (k%) =p, {

und

zj(k) falls k <mn,
(@m+D);j(k°) =, < D;  falls k=n,

0P sonst.

(BR) bezeichnet die Vereinigung aller BR, ; fiir p,7 € T.

Da iiber WE-PA® 4+ QF-AC?? die Schemata CA® und AC%? #quivalent sind, gilt der
folgende Satz:
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1.3 Elimination von Skolemfunktionen

Satz 1.35 ([Spe62], [KohO08, 11.6]). Sei A(a) ein beliebiger Satz aus L(WE-PAY), der
nur a frei enthdlt. Dann gilt

WE-PAY + QF-AC + AC%° - A(a)
impliziert
WE-HAY + (BR) F Yy (4)p(ta,y,a),

wobei t eine geeignetes Tupel geschlossener Terme aus WE-HA“ 4 (BR) ist, die aus
einem Beweis der Primisse extrahiert werden kénnen.

Fiir die Losungen der Funktionalinterpretationen in Kapitel 3 und 4 verwenden wir
folgende spezielle Form der Bar-Rekursion (siche [Koh08, Kapitel 11.1]):

Tm falls m <g n,
¢, yunzm =, < 0° falls m >o n A y(Z,m) < n,
¢, yu(n + 1)(z;7 * Dyg)m  sonst,

wobei
Dy =, un(AD?.®,yu(n + 1)(z, 7 * D)).

®, kann mit B, ;) definiert werden.
In einigen Féllen kénnen Terme, die einen Bar-Rekursor enthalten, in einen Term in
T umgerechnet werden:

Satz 1.36 ([Koh99, 4.4]). T und die Terme von WE-HA + (BRo,1) (interpretiert in
C¥) beschreiben die gleichen mengentheoretischen Funktionale vom Typ < 2.

1.3 Elimination von Skolemfunktionen

Die Elimination von Skolemfunktionen (fiir monotone Formeln) ist eine von U. Koh-
lenbach entwickelte Methode um den Einfluss verschiedener Prinzipien, aus denen die
Existenz nicht konstruktiver Funktionen folgt, auf arithmetische Formeln zu bestimmen
[Koh98b, Koh98c].

Dazu werden die Prinzipien auf feste Instanzen (Abschnitt 1.1.5) eingeschrankt, da
viele Prinzipien durch Iteration stérker werden.

Ein Beispiel fiir ein solches Prinzip ist II{-CA. Durch Iteration folgt aus II{-CA volle
arithmetische Komprehension IT1Y_-CA, die sehr stark ist und insbesondere die Existenz
nicht primitiv-rekursiv beschrankbarer Funktionen beweist. Nicht iterierte Anwendungen
von TI9-CA in G A“ hingegen sind, wie im Folgendem beschrieben, fiir arithmetische
V3-Sétze konservativ iiber primitiv-rekursiver Arithmetik.

Weitere Beispiele fiir solche Prinzipien sind der Satz von Bolzano-Weierstrafl und das
Arzela-Ascoli Lemma. (Fiir Formalisierungen siche [Koh98a]).

Prinzipien, die wie WKL konstruktiv beschrinkbar sind, kénnen bei der Elimination
von Skolemfunktionen uneingeschréinkt benutzt werden. Siehe [Koh98b] und [Koh08,
Kapitel 13].
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1 Grundlagen

Wir werden in Kapitel 4 zeigen, dass dies auch fiir feste Instanzen des Satzes von
Ramsey fiir Paare gilt.

Zu den Hauptresultaten von Kohlenbach gehoren:
Definition 1.37 ([Koh98b, 2.6]). Sei A € £(G,A*) eine Formel der Form
A=Vul Vo <; tuTFydval .. By Val JwT Ag(u, v, y1, 21, - Yk Thy W),

wobei Ag quantorfrei ist, u, v, y, z, w die einzigen freien Variablen in Ag sind, t € G, R*
und 7,v € T.
A heifit (arithmetisch) monoton falls

1 - ~ - -
Vu® Yo ST tuvxlamlun'$k5$k7ylayla"'yk7yk
k

Mon(A) = (/\(562 <o i A ¥i Zo0yi) A Fw? Ao(u,v,y1,21, - - ., Yk, Tp, W)
i=1

— Jw” Ao(u, v, 91, T1, .. - ,gjk,i‘k,w)).
Satz 1.38 ([Koh98c, 4.5]). Sei k > 3 und A ein 1}-Satz.

Fualls
E-GyA“ + QF-ACH + AJ-CA™ 4+ T19-AC™ + WKL + 4

dann
GrA“ + X0-TA + Mon(A) - A.

Korollar 1.39 ([Koh98c, 4.8]). Sei in Satz 1.38 A ein 113-Satz, dann gilt unter den
Bedingungen aus Satz 1.38 sogar

GrAY + 20 1A - A.

Beweis. H8—CP beweist, dass jeder Hg—Satz dquivalent zu einem arithmetisch monotonen
Satz ist. O

Korollar 1.40 ([Koh98c, 4.11]). Sei in Satz 1.38 A ein 11$-Satz , dann gilt unter den
Bedingungen aus Satz 1.38 weiterhin

GrAY +TI9-CP + A.

Beweis. Aus II9-CP folgt X{-IA. Dariiber hinaus beweist I19-CP, dass jeder I1$-Satz
dquivalent zu einem arithmetisch monotonen Satz ist ([Koh98c, 4.6]). O

Im Allgemeinen kann auf die Bedingung Mon(A) nicht verzichtet werden. Die Grenze
in Korollar 1.39 ist scharf. Es gibt nach [Avi02] einen %9-Satz der mit I19-CP (folgt aus
9-AC™), aber nicht mit X{-TA beweisbar ist.

Sei

T := BE-GooAY + QF-AC'? 4+ QF-AC*! + WKL 4+ A3-CA™ + I19-AC~.

Es folgt aus Korollar 1.39 und Korollar 1.40 sofort, dass 7 I13-konservativ iiber PRA +
Y0-TA bzw. I1j-konservativ iiber PRA + II9-CP ist.
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1.3 Elimination von Skolemfunktionen

Satz 1.41. Sei Ao(f,y) eine quantorfreie Formel, die nur f, y frei enthdlt. Dann gilt

T EYf 30 Ao(f,y)

= Es ezistiert ein primitiv-rekursives Funktional ¢ (im Sinne von Kleene) mit

WE-HA[ FYf Ao(f, o(f)).
Insbesondere gilt

T =z 30 Ag(x, y)
= Fs existiert eine primitiv-rekursive Funktion ¢ mit
PRA - Vx Ag(z, ¢(z)).

Insbesondere ist T 119-konservativ iiber PRA.

Beweis. Es gilt .
WE-PA“[ - Mon(Vf 3y° Ao(f,y)).

Damit folgt die Aussage aus Satz 1.38 und Satz 1.31. -
Der zweite Teil des Satzes folgt direkt aus dem ersten, da WE-PA¥[ Hg—konservativ
iiber PRA ist, siehe [AF98]. O
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2 Unendliches Schubfachprinzip

Definition 2.1 (Unendliches Schubfachprinzip). Das unendliche Schubfachprinzip (,,In-
finite Pigeonhole Principle®) ist definiert als

(IPP): Vn e NVf: IN - C,, Ji <nVk e NIm >k (f(m) =1)

wobei C, :={0,...,n}.
IPP(n, f) bezeichnet IPP fiir festes n, f.

Bemerkung 2.2. Die obige Definition enthélt Ausdriicke, wie ,n € IN“ oder ,,f: N —
C,*, die nicht in unserem formalen System enthalten sind. Diese informale Form wurde
gewdhlt um der mathematischen Umgangssprache ndher zu sein und die Lesbarkeit zu
verbessern.

Die Ausdriicke kénnen auf folgende Weise in das formale System iibertragen werden:
n € IN wird unserem Typsystem entsprechend durch eine Typ 0 Variable représentiert.
Die Funktion f: IN — C,, wird durch eine Funktion f! repriisentiert, wobei jedes Vor-
kommen von f(m) durch f,(m) := min(f(m),n = 1) ersetzt wird. Auf diese Weise
entspricht f einer Funktion nach C, und es werden keine neuen Quantoren zu unserer
Aussage hinzugefiigt.

Dies ergibt

vl V30 < nVkY3Im® >k (f.(m) =1i).

Im Folgenden wird nicht mehr zwischen der informalen und der formalen Schreibweise
unterschieden.

Lemma 2.3.
G,AY +IPP — QF-CP

Beweis. Zu zeigen ist
Vy*dx <nVy < y* —Agp(z,y) — 3z < nVy-Agp(x,y)
fiir alle n Angenommen es gilt die Pramisse fiir ein festes aber beliebiges n, dann ist
X(y") :==min{z € Cp [ Vy < y" = Ags(2,9)}

total. X kann mit p; und Proposition 1.12 in G,A% definiert werden. Mit IPP folgt, dass
es ein x < n gibt, das unendlich oft im Bild von X vorkommt. Aufgrund der Monotonie
von X gilt dann

Jz < nVmVy <m-Az¢(x,y)
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2 Unendliches Schubfachprinzip

Satz 2.4 ([Hir87, 6.4]).
G3AY F IPP « I1Y-CP

Beweis.
< Mit H?—CP gilt

SIPP 3038 N — C, Vi < n3kVm > k f(m) £

0_
3037 N = Cp I Vi < n3k < K Vm > k f(m) # i

—In3If: N — C,IL"Vm > k*Vi <n f(m)#i
—L.

Also IIY-CP — IPP.

»,—*“ Es wird gezeigt, dass aus IPP die Kontraposition von II{-CP folgt, d.h.

Vn, f (Vy* e <nVy <y* 3z f(z,y,2) #0—Jx <nVy3Iz f(z,y,2) #0). (2.1)
Seien n, f fest aber beliebig mit
Vy* dx < nVy < y* 3z f(x,y,2) #0. (2.2)
Setze
A(y*,z%) =3 <nVy <y*Jz <z f(z,y,2) #0.
Nach Proposition 1.12 gibt es einen Term ¢ mit
G3AY Ft(y", 2") =0 Ay, 27%).
Definiere:
h(0) := (0, 0)
i(j1h joh 1) —=A(j1h joh
h(m +1) = J'(J'l (m), j2 (W) +1) ~AGLA(m), j2h(m))
Jj(j1h(m) 4+ 1, joh(m)) sonst
v(0) =0
v(m)  —A(jih(m), jah(m))
vim+1):=qg x=min{z <n | Yy < j1h(m) 3z < joh(m) f(z,y,2z) # 0}
= ppt(h(m))n fiir geeignetes t siche Proposition 1.12

h € G3AY, weil h(m) < j(m,m) < 4m? € G4A*. Genauso v € G3AY.

Nach Definition von h, v gilt

vmvy < jlh(m) Jdz < ]2h(m) f(l/(m),y, Z) 7& 0.
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2.1 Endliche Bar-Rekursion

jih(m) ist unbeschrinkt, denn angenommen es géibe ein [ € IN mit
vm (jih(m) <1),
dann gilt
Jr <nVy <13z f(z,y,2) #0 mit (2.2)

T30 <n3kVy <132 <k f(e,y,2) #0

A3k AL k).

Nach Definition von h gibt es damit ein m, so dass j1h(m) = [+ 1. Das widerspricht
der Definition von .

Mit IPP gibt es ein x < n mit v(m) = z fiir unendlich viele m. Aus der Unbe-
schrianktheit von j1h(m) und (2.3) folgt dann

Vy3Im ((y < jih(m) A v(m) =z) A 3z < joh(m) f(v(m),y, z) # 0)
und damit die Behauptung

Jr <nVy3z f(x,y,2) #0. O

Um II-CP aus IPP zu beweisen, wurden zwei Instanzen von IPP benétigt (eine in
Lemma 2.3 und eine in Satz 2.4). Da aber QF-CP aus QF-AC folgt, entsprechen sich in
G,AY + QF-AC IPP und IIY-CP instanzenweise.

2.1 Endliche Bar-Rekursion

Definition 2.5 (Endliche Bar-Rekursion).
Byin: (IN x NN — IN) x IN x N — IN ist definiert durch

falls ith(s) > 1
(BRan) : Byin(K,mss) = alls [th(s) > n + 1,
<CS> * Bfln(K) n,Ss* <Cs>) SOHSt7

wobel

hs := Ax.M (s x (x) * B (K, n, s * (x)))
M(k}) = max {(k? (IR (k)lth(k)fl}
cs = K(lth(s), hs).

Das Argument K wird im Folgenden weggelassen, wenn Verwechselungen ausgeschlos-
sen sind.
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2 Unendliches Schubfachprinzip

Lemma 2.6. By, kann mit Ry definiert werden.
Beweis. Definiere By, (n, s) rekursiv iiber m :=n + 1 = [th(s):
u = As".()
vi= A1 nY, SO.<CS’f>  f(s%(Cs,f))
Cs,f = K(lth(s), hs’f)
hs,f = Ax.M(s * (z) * f(s* (z)))
Dann gilt mit Induktion iiber m:

e m=0dh.lth(s) >n+1
Rimuvs =¢ u(s) =o () =0 Bfin(n, )
o m~m+1dh lth(s)=n+1-m—1
Ri(m + 1)uvs =g (¢s,Rymuv) * f(m)(s * (Cs,Rymuv))

mit Induktionshypothese und m =n + 1 — lth(s x (x))

=0 (cs) * Bpin(n, s * (cs))
=0 Byin(n, s)

D.h. Byin(n,s) =0 Ri(n+1 = Ith(s))uvs. O

Definition 2.7. Sei T} das Subsystem von System 7', in dem die Rekursion auf die
Regel fiir Primitive-Rekursion vom Typ 0 und @, eingeschréinkt ist, d.h. Ry ist nicht
in T} enthalten. Aber fiir geschlossene Terme u® v € T} gibt es einen Term t mit
tn%s% = Ron(us®)(vs®).

In dem Zahlparameter s kénnen mehrere Zahlparameter kodiert werden. Es konnen
aber im Allgemeinen keine Funktionsparameter iibergeben werden.

Proposition 2.8 ([Par70, Lemma 4]). Tj) ist abgeschlossen unter Rekursion vom Typ 1
als Regel, d.h. fiir u,v € T} existiert t € T} mit tn®s® =¢ Rynuvs.

Wie oben kénnen in s mehrere Zahlparameter kodiert werden. Es konnen aber keine
Funktionsparameter iibergeben werden. Dies wiirde ausreichen um die Ackermannfunk-
tion und damit eine nicht primitiv-rekursive Funktion zu definieren.

Korollar 2.9. By, (n,s) € Ty fir ein K(I°h',a%) € T{, in dem I, h,a die einzigen
freien Variablen sind.

Beweis. u, v aus Lemma 2.6 sind Elemente von T} und enthalten abgesehen von f! nur
Zahlparameter. O
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2.1 Endliche Bar-Rekursion

Satz 2.10. T} und GooR” beschreiben die gleichen mengentheoretischen Funktionale.

Beweis. Die Konstanten 0, S, II, ¥ sind in beiden System enthalten.

GooAY ist abgeschlossen unter primitiver Rekursion, da die Termen (von Typ 1)
den primitiv-rekursiven Funktionen entsprechen. @ ist definierbar in G3A“ (Propo-
sition 1.14). Damit kénnen alle Funktionale, die mit Termen aus 7} dargestellt werden,
auch in G, A¥ dargestellt werden.

Umgekehrt sind A,, fiir festes n und ming, maxg primitiv-rekursiv und damit in T§.
®,, R, pp lassen sich mit primitiv-rekursiven Funktionen und @ darstellen und sind
damit in T} definierbar:

B1fe = max{f(2)} = M(BJ o+ 1)
bei Ms0 = (8)o
wobel Ms(n+1) := max(Msn, (8)n+1)
Rryzow = R a(yw)(®q (Am.zj1 (m)ja (m)w) (j (max{vkw}, ) + 1)),
| R*0y's =1
wobei ,
{ R*(n+1)y's == 8j(Rny'sn)
tofr = (2o flz+ 1))z = 1,

1 =0
pp SO = { (5)o

0 sonst

wobei
2 * = d n =
iEs(n+ 1) = {n*—f— ppsn =0 und sp41 =0
pysn  sonst
®; kann fiir i > 1 aus A;, R, ®;, ming definiert werden ([Koh96, 2.2.3]). O

Korollar 2.11. G, AY ist abgeschlossen unter Rekursion vom Typ 1 als Regel und
damit insbesondere auch unter By, fiir festes K(1°h',a%), wobei I, h,a die einzigen
freien Variablen in K sind.

2.1.1 Majorisierung von By,

Definition 2.12. G,RY C G, R bezeichnet die Teilmenge aller geschlossenen Terme
in G,RY, die nur aus I, &, Aq, ..., A,, 0°, S, prd, ming, maxg aufgebaut sind, das heifit
Terme, die nicht ®4,...,®,, Ry oder up enthalten.

G,RY[K] bezeichnet die Menge aller geschlossenen Terme die aus G,R¥ und K auf-
gebaut sind.

Lemma 2.13 ([Koh08, 3.37]). Sei ¢” eine Konstante aus G,AY. Dann existiert ein
geschlossener Term t*f € G, R* mit

GpAY " maj, c.
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2 Unendliches Schubfachprinzip

Im Folgenden sei fiir ny,ng € N

lth(ng)

ny > ng = lth(ng) > lth(ng) A\ (m)i > (n2);.
=0

Proposition 2.14. Fir K, K* mit K* maj K, n*,n mit n* > n und s,s* mit s* >g s
und lth(s*) = lth(s) gilt

GBA;" F Bin (K", n", ") >g Byin(K,n,s).
Insbesondere majorisiert XK, n.By, (K, n, () sich selbst.
Beweis. Induktion iiber m :=n* + 1 = Ith(s):

e m=20
Bfin(K*>n*78*) = Bfin(Kv n, S) = <>

e m~m-+1

hse ionns (1) = M (™ # () % Byin(K”, 17, 8" % (1))
> M(s* (x) * Bpin(K,n,s* (x))) mit Voraussetzung und IH

= hs,kn(z)
D.h. he i* n+ maj hg g, und insbesondere

Cor kv e = K (IEh(s™), hs g =) > K(Ith(s), hs kn) = Cs,kn (2.4)

Bfm(K*,n*,S*) = <Cs*,K*,n*> * Bfin(K*an*75* * <Cs*,K*,n*>)
>g (s, k) * Bpin(K,n, 8% (cs.k,n)) mit (2.4) und TH
= Bfln(K,TL, S) O

Proposition 2.15.

(i) Jeder geschlossene Term tP € G,RY wird majorisiert durch einen Term t*F &€

G,R%.

(ii) Jeder geschlossene Term tP € GnRY[Byin(-,-, ()] wird majorisiert durch einen
Term t? € GL,R [Byin (-, -, ()]

Beweis. Fiir (i) siche [Koh96, 2.2.21] oder [Koh08, 3.39].
(ii) folgt aus (i) und Proposition 2.14. O
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2.2 Interpretation von IPP

2.2 Interpretation von IPP

Die Funktionalinterpretation von IPP folgt [Oli06], fiir eine vollsténdige Diskussion siehe
auch [Koh08, Abschnitt 10.2, Abschnitt 11.4].

(IPP)NP =vnVf: N - C,VK: C, x NN - INJi <n3g: N - N
(9(K(i,9)) =2 K(i,g) A f(9(K(i,g))) =) (25)

Um ¢ und ¢ in der Funktionalinterpretation zu realisieren, reicht es zg,...,z, € IN und
90, - -+, gn € NN zu finden mit

Ti = K(Z7 gi)7
gi(x;) = max{xo,...,z,}. (2.6)

Dann 16sen i := f(go(K(0,90))) = -+ = f(gn(K(n,9,))) und g := g¢; die Funktionalin-
terpretation in (2.5).
Mit Hilfe von BRg, konnen g; und z;, die (2.6) geniigen, gefunden werden:

Hilfssatz. Sei (xo,...,zn) = Bfin(n, () dann gilt
Vi <n+1({(xi...,2n) = Bpin(n, (To,...Ti-1))) -

Beweis. Induktion {iber i:
Fiir 7 = 0 gilt die Aussage nach Definition.
Fir i 4+ 1 < n—+1 gilt mit Induktionshypothese

(@i, ..., 2n) = Bpin(n, (xo, ..., xi-1))
= <C<x0,,..,xi,1)> * Bf’ln(n7 <.’E0, st 7mi—1> * c<x0,...,xi71>)7

d.h.

<:L'Z'+1,...,{L‘n> :szn(n, <IE0,...,:EZ'>). O

Mit g; == hq fir ¢ < n gilt dann

0,y Ti—1)
$i = C<:E0,...,:Bi_1> = K(Z7 h<a70,...,$1;_1>) = K(/L’ gl)
und
Qi(ﬂfi) = h(zo,...,mi_l)(aji)
= M((xo,...,xi—1) * (x5) * Bin(n, (xo, ..., Ti—1) * (x;)))

__Hilfssatz M(<$07 . ,l‘n>)

= max{xg,...,Tn}.
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2 Unendliches Schubfachprinzip

2.3 Interpretation von I1)-CP

Negativiibersetzung von I19-CP:

[-= (Vo < n-—TJyVz Ao(z,y, 2) — " Vu < n—-—Fv < 0" Vw Ap(u, v, w))]
— Ve <n--JyVzA(z,y, z) —» =T Vu < n-—-Fv < v*Vw Ag(u, v, w)] (2.7)

Dieser Satz ist, mit QF-CP dquivalent zu dem folgenden Satz, auf den die Funktional-
interpretation angewendet wird.

Ve <n-—JyVz Ag(z,y, 2) —» —F* Vu < nJv < 0¥ Vw Ag(u, v, w)
~ Y Vo <nVZ Ay(z,Y (2, 2), Z(Y(x,Z))) — ——Fv* IV Vu < nVw Ag(u, V(u),w)

VY, U <n, W3z <n, Z,V,v* (Ao(z,Y (2,2), Z(Y (2, Z))
= Ao(U(V,v*), V(U(V,v")), W(V,v%))) A V(U(V,v%)) <v¥)

= (I-cp)MP
Dies fithrt zu den folgenden Bedingungen an x, Z, V, in Abhéngigkeit von Y, U, W
r=UV,v")  Y(z,2)=VUWV,v")) 2 (z,2))=W({V,v") V(z) <o

Sei B}/‘i/n definiert wie By;, in Definition 2.5 mit der Ausnahme

M(s) := W(Ax.(s)z, max{(s)z}).

r<n

Mit B}/[;n konnen dann analog zu Abschnitt 2.2 v, und Z, gefunden werden, so dass

v =Y (2, Zy)
Zp(vy) = W(Axvgy, max{vo, ..., Tn}).

Damit erfiillen dann

(V0y vy ) 1= B}/‘;n(Y,n, (})

V= Az,

v* := max{vg, ..., v}
x:=U(V,v")

Z = Nvg,vp 1)

die Gleichungen.
Alternativ kann auch der endliche Double Negation Shift

(fDNS): Va < n——A(x) — ~—Va < n A(x),

der durch Induktion beweisbar ist, in (2.7) direkt interpretiert werden. Dies fiihrt zu
einer dhnlichen Losung. Siehe [Ger06].
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2.4 Schliisse

2.4 Schlusse

Mit der Funktionalinterpretation von IPP und I19-CP und Korollar 2.11 kénnen be-
stimmte Anwendungen dieser Prinzipien eliminiert werden:
Gilt
GooA” + QF-AC + P + Va (IPP(¢x, Yar) — Fy° Ao(z,y)),

wobei ¢, € GooR¥, Ag quantorfrei ist und z,y die einzigen freien Variablen in Ag sind.
P ist definiert wie in Satz 1.29.

Vo (IPP(6z, ¥) — 3y Aofz,v))
=V (3 < ¢z VkIm > kvam =i — Jy Aoz, y))
NPz (30 < p, gV g(k) > k A Yam =i — Ty Ag(x,y))
NP < px, gy Ik (g(k) >k A Yam =i— Ag(x,y))

Nach Satz 1.29 gibt es Terme ¢, t;, mit
Vo Vi < ¢z, g (9(tk(x,i,9)) > te(x,i,9) A Yam =i— Aoz, ty(z,1,9)).
Durch Einsetzen der Losung ¢;, t4 von IPPVP folgt
Va (t; < oz A (g(te(z,ti,tg)) > ti(z, i, tg) A pam =i— Ag(z, ty(x, ti, ty)))
= Vo Aoz, ty(z, i, tg))-

Da tx nur von z¥ abhiingig ist, sind nach Korollar 2.11 ¢; und ty Terme aus GooR”.
Es folgt
GooAY + P FVz 3y Ao(z,y).

Mit Proposition 2.14 gilt diese Argumentation auch fiir die NMD-Interpretation und
das obige Ergebnis lisst sich verallgemeinern zu:
Aus
GooAY 4+ QF-AC + A F Va (IPP (¢, x) — y° Ag(z, y))

folgt 3
GooA¥ + A FVz Jy Ao(x, ),

wobei A und A wie in Satz 1.33 definiert sind.

Vorhandene Resultate beweisen sogar stirkere Aussagen:
Aus Satz 1.41 folgt, dass die Anwendungen von IPP aus

GooA” + QF-AC + P + Vz (VnIPP(n,vx) — Jy Ap(x,y))
eliminiert werden konnen, da

I1%-AC(xz) — YnIPP(n,yx)
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2 Unendliches Schubfachprinzip

fiir geeignetes .

Es ist allerdings offen, ob mit By;, oder einer anderen Losung der Funktionalinterpre-
tation von IPP ein solches Resultat bewiesen werden kann. Satz 1.41 basiert wesentlich
auf der Struktur von G, A“, wihrend bei einer Losung iiber die Funktionalinterpreta-
tion die Struktur von GooA“ nur fiir die Eigenschaften der Terme verwendet wird (hier
in Form von Korollar 2.11).
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3 Lemma von Konig

Definition 3.1 (Baum).

1. Eine partielle Ordnung (7, <), in der die Menge der Vorgénger pr(z) := {y € T' |
y < x} fiir jedes € T wohlgeordnet ist, heifit Baum.

2. Eine linear geordnete maximale Menge in einem Baum heifit Pfad.

3. Ein Baum (7, <), in dem fiir jedes z € T gilt, dass die Menge der direkten Nach-
folger succ(x) :={y € T,z <y A (Fz(x < 2z A z < y)} endlich ist, heiit endlich
verzweigt.

Ein Baum in dem |succ(z)| < n, fiir alle z € T, heifit n-verzweigt.

Lemma 3.2 (Lemma von Konig, [Kén36]). Ein endlich verzweigter Baum, der beliebig
lange endliche Pfade enthdlt, besitzt einen unendlich langen Pfad.

3.1 Formalisierung

Formal wird ein Baum als charakteristische Funktion iiber die Anfangsstiicke (bzgl. <)
der Pfade in einem Baum beschrieben. D.h. ein Baum (IN, <) wird durch die Funktion
f beschrieben, falls

f()=0
f({z)) =0 gdw. x <-minimal ist (3.1)
f(ny,...;ng,x)) =0 gdw. f({(ni,...,ng)) =0 und = € succ<(ng)

Falls < entscheidbar ist und < C < sind beide Formalisierungen dquivalent, da die
Bedingungen an f (insbesondere x € succ<(ny)) damit entscheidbar sind.

Definition 3.3 (Lemma von Koénig (KL), [Koh08, S. 150]).
(KL): V' (T(f) A V2?3 (Ith(s) =z A fs =0)—3bVa" f(bx) = 0)
wobei T' ausdriickt, dass f einen endlich verzweigten Baum beschreibt:
T(f) =Vs,r (f(sxr)=0—fs=0) ANVs3kVz (f(sx(x)) =0—z <k).

Das Lemma von Konig ist in RCA(y &dquivalent zu arithmetischer Komprehension
[Sim99, I11.7.2.]. Damit folgt aus KL auch das Lemma von Kénig fiir Bidume, die sich
nicht direkt wie in (3.1) darstellen lassen.
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3 Lemma von Koénig

Die Einschrénkung auf Bindrbaume (d.h. Bidume, die nur aus endlichen 0-1-Folgen
bestehen) ist in vielen Fillen ausreichend. Dabei handelt es sich um das so genannte
Schwache Lemma von Konig (,Weak Konig’s Lemma®, WKL).

WKL (RCAg + WKL, siehe Definition 1.26) ist I19-konservativ iiber PRA (Harring-
ton, siehe z.B. [Sie85]) und damit schwécher als arithmetische Komprehension und das
Lemma von Konig.

Definition 3.4 (Schwaches Lemma von Koénig (WKL), [Koh08, S. 118]).
(WKL): Vf! (Ta(f) A V2?38 (Ith(s) =z A fs=0)—3b <y 1V2° f(bz) = 0),

wobei Ty ausdriickt, dass f einen Bindrbaum beschreibt:

To(f):=Vs,r (f(sxr)=0—fs=0) AVs,z (f(sx(z)) =0—a<1).
Definition 3.5 (Beschrinktes Lemma von Konig (WKL*), [Koh08, 9.19]).
(WKL*): VL R (T*(f,h) A V22 3s? (Iith(s) =z A fs =0)—3b <y hVa? f(bz) = 0),
wobei T™ ausdriickt, dass f einen Baum beschreibt, der durch h beschrinkt ist:

T*(f,h) :=Vs,r (f(sxr)=0—fs=0) AVs,z (f(s*(z)) =0—x < h(lth(s))) .

Proposition 3.6 ([Sim99, IV.1.3.]). Das schwache Lemma von Konig (WKL) ist iber
EA? dquivalent zu dem beschrinktem Lemma von Konig (WKL*).

Beweis. Simpson beweist in [Sim99, IV.1.3.] diese Aquivalenz in dem System RCA,.
Dieser Beweis ist auch in EA? ausfiihrbar. O

Damit gibt es zwei Ursachen fiir die Stérke des Lemmas von Konig:
e Die Breite des Baumes ist nicht uniform in der Tiefe beschriankbar.

e Der Baum wird nicht, wie oben, durch eine Funktion f, dargestellt, sondern z.B.
durch eine Relation <, wie in Definition 3.1.

Selbst wenn der Baum wie in (3.1) dargestellt werden kann, folgt im Allgemeinen
nicht die Existenz einer Beschrankungsfunktion.

3.2 KL|

Fiir den Beweis des Satzes von Ramsey fiir Paare benttigen wir eine Version des Lemmas
von Konig, die stidrker als WKL ist. Andererseits soll die Version lediglich so stark
sein, dass sie mit der Elimination von Skolemfunktionen fiir monotone Formeln (siehe
Abschnitt 1.3) auf WKL zuriickgefithrt werden kann. Fiir KL ist nicht bekannt ob dies
moglich ist.
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3.2 KL|

Definition 3.7.
(KLI): V' (T1(f) A V2?30 (ith(s) =z A fs =0)—3b' Va° f(bz) = 0),
wobei
TI(f):=Vs,r (f(sx1) =0—fs=0)
AVIFkVs, z ((Ith(s) =1 A f(sx () =0)—x < k)
KL|(f) bezeichnet KL| fiir ein festes f.

KL unterscheidet sich von WKL* nur dadurch, dass in WKL* die Beschrinkung in
der Breite des Baumes uniform mit einer Funktion gegeben ist, wihrend in KL| nur die
Existenz einer Schranke fiir jede Tiefe gefordert wird. Eine Anwendung von I19-AC kann
also eine Beschrankungsfunktion fiir die Breite des Baumes erzeugen.

Lemma 3.8.
EA% + WKL F Vf (I0-AC(£f) — KLI(f))

Beweis. Aus
VidkVs,z (Ith(s) =i A f(s* (2)) =0)—z < k)
folgt mit II{-AC(£f) fiir ein geeignetes &
Vs, x (f(s* (x)) = 0) =z < h(lth(s)))

und damit die Existenz eines h mit 7% (f, h). Aus WKL* und damit nach Proposition 3.6
auch aus WKL folgt dann die Existenz eines unendlichen Pfades. ]

Um das volle Lemma von Kénig (KL) aus KL| zu beweisen benstigt reicht ©9-TA.

Lemma 3.9.
EA? + ©9-IA - Vf (KLI(f) — KL(f))

Beweis.
VIJkVs,x (Ith(s) <1 A f(sx(x)) =x—z <k) (3.2)
wird mit X9-TA aus
VsIkVe (f(sx (x)) =0—xz < k)

bewiesen.

Der Induktionsanfang ist trivial.
Induktionsschritt [ ~ [ 4 1:

Aus der Voraussetzung folgt

Vs3kVx (Ith(s) <I+1 A f(sx(z)) =0—x <k).
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3 Lemma von Koénig

Mit der Induktionshypothese gibt es ein k' so dass fiir alle s, die in den Baum sind und
die nicht langer als [ 4- 1 sind, gilt s < @y (Az.k)(I + 1) =: c.
Damit ist die Aussage von oben &quivalent zu
Vs < c3kVx (Ith(s) <I+1 A f(s*(x)) =0—x < k)
und mit T1Y-CP folgt
Jk*Vs < cVa (Ith(s) <I+1 A f(s*x(z)) =0—z < k")

und damit (3.2) fir [ + 1. O

In RCAq kénnen aus I19-AC~ auch Instanzen des vollen Lemmas von Kénig bewiesen
werden. (Funktionen werden dabei in RCA( durch ihren Graph dargestellt, siehe S. 19.)

Korollar 3.10.
RCA( F Vf (ITY-AC(£f) — KL(f)).

Beweis. Mehrere Instanzen von I1{-AC(£f) konnen in eine kodiert werden kinnen (Be-
merkung 1.18). Mit einer Instanz und ¥9-TA folgt X9-TA~. Aus Lemma 3.8 und dem
Beweis zu Lemma 3.9 folgt dann die Behauptung. O

Wir vermuten, dass EA? bzw. RCA} zu schwach sind dies zu beweisen. Uns ist aller-
dings keine Publikation zu diesem Thema bekannt.

3.3 Funktionalinterpretation

Definiere

fn:=

19 sonst.

. {fn falls fn #0 V (Vk, 1 (kxl=n— fk=0)),

f modiﬁzAiert f so, dass es einen Baum beschreibt. Falls f schon einen Baum beschreibt
gilt f = f. Weiterhin definiere

Inf(z,q) := [Zth(q) >z A fq= 0} ,

Bnd(l, k,r) := [lth(r) — 141 A f(r)=0—(r) < k] .

Inf und Bnd sind Abkiirzungen, die zur besseren Lesbarkeit verwendet werden.
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3.3 Funktionalinterpretation

3.3.1 Funktionalinterpretation von WKL*

Wir verwenden das zu WKL* dquivalente Prinzip
vl Rt (wo Bnd(lth(r) = 1, h(ith(r) = 1),7) A Yz°3¢% Inf(z, q)
—3b <4 hVa® f(ba) = o).
Funktionalinterpretation:

VfYhVYQVYATIbIr,z <Bnd(lth(r) = 1,h(Ith(r) = 1),r) A Inf(z, Qz) — F(b(Ab)) = 0)

Losung:
ty = Pwrr(A, h, ()
ty = Q(tit)
ty := [tr]
wobei
[x] := An.(x),
und

0 falls A[x| < lth(z),

(P * Aa h7 =
wkL( ) {1 + max;<p(n(2)) { Pwr L (A h,x * (i)} sonst.

Diese Losung folgt Howards Funktionalinterpretation des schwachen Lemmas von K6-
nig [How81]. @y i+ kann mit einem schwachen, trivial majorisierbaren Bar-Rekursor
definiert werden. Fiir eine Diskussion der Funktionalinterpretation von WKL siehe auch
[Saf08].

3.3.2 Funktionalinterpretation von KL|

Wir verwenden das zu KL| dquivalente Prinzip
VL (vzo 3K0 0 Bnd(l, k, ) A ¥a°3¢° Inf (2, ¢) — FoVa f(bx) = o).
Zuerst wird die Anwendung von AC in der Pramisse interpretiert:

VI 3k Vr Bnd(l, k, 1) ACS v vy Bnd(l, hl', ")
~NPyK3IHYL R 3L R
(Bnd(l, KIR, R(KIR)) —Bnd(L'(HL'R), HL'R'(L'(HL'R)), R (HL'R)))
(3.3)
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3 Lemma von Koénig

Dies fiihrt zu folgenden Bedingungen:

t; = L/(tH)
K(t,tr) = tg (L (tm))
tr(K(ti,tr)) = R (tu).

Losung;:
t; =0 L/ho
tg =1 ho
tg :=1 MR (Epmp,d),
wobei

ho :=1 ®oL'u0°0"
By i=000 Md".®oL'u(Sn)(ho, n * d)
unv :=g Kn(Ad".R'(v(d))).
Diese Losung folgt [Spe62], siehe auch [Koh08, Kapitel 11].
Funktionalinterpretation der gesamten Aussage:
KLT
~NPVIYR 3k Bnd(l, k, Rk) A Va 3qInf(z,q) — VAT f(b(Ab)) = 0
~NPYKYQYATD AL R, x (Bnd(l,KlR, R(KIR)) A Inf(z, Qx) — f(B(Ab)) = o) (3.4)

Nach (3.3) bleibt zu 16sen

VKVQVYAIIL, R« ( d(L(ty 'R, ty 'R (L'(ty L'R)), R (ty L'R))
h (3.5)
b

A Inf(z, Qw) = f(B(Ab)) = 0).
Mit der Funktionalinterpretation von WKL* ergibt sich folgende Losung fir (3.5):

b1 () = (e () = 1

tr(h) == Q(@Pwkr(A,h()))
ty == Owrr(A tatptr, ()
ty == [Q(ta)]-
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3.3 Funktionalinterpretation

Damit wird die Funktionalinterpretation von KL[ in (3.4) gelost durch
tl =0 tL/(hO)
tr =1 M tg (B, nod)
te = Pwrr(A hotrtr, ()
ty := [Q(ta)],

wobei

ho =1 (I)otL/’U,OOOl
Ey :=000 M. ®qt ru(Sn)(hg, n * d)
unw :=g Kn(Ad°.tg (v(d))).
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4 Satz von Ramsey fiir Paare

Definition 4.1.
L [X]F={yCX||Y|=k}

2. Eine n-Firbung von [X]* ist eine Abbildung von c: [X]¥ — C,,, wobei C, :=
{0,...,n—1}.

3. Eine Menge H C X heifit monochrom fiir eine n-Firbung ¢ von [X]*, wenn ¢ auf
[H]* konstant ist.

4. Sei (X, <) eine partielle Ordnung. Eine Menge H C IN heifit min-monochrom fiir ei-
ne n-Firbung ¢ von [X ¥, wenn fiir alle i € H gilt c ist konstant auf {{i, 2, ..., 24} |
1< 2] fﬁrl:2,...,k‘}.

Definition 4.2 (Ramsey’s Theorem). Fiir alle k&, n und jede n-Farbung ¢ von [IN]¥

existiert eine unendliche Menge H C IN, so dass H monochrom fiir c ist.
RTX bezeichnet Ramsey’s Theorem fiir n-Firbungen von [INJ* und RTX  := Vn RTX.

Offensichtlich
RTK - RTK,  fir k> & und n > n'.

Im Falle k = k' gilt mit einem Farbenblindheitsargument sogar
RTE - RTY,  fiir n,n' > 2. (4.1)

Ramsey’s Theorem ist eine Verallgemeinerung des unendlichen Schubfachprinzips, ins-
besondere gilt

RTL 2L IPP.

RT. entspricht dem Schubfachprinzip fiir festes n und ist damit in reiner Logik (ohne
Induktion) beweisbar.

4.1 Status

Die Analyse der logischen und algorithmischen Stérke des Satzes von Ramsey begann
Specker 1971 mit [SpeT71]:

Satz 4.3 ([Spe7l]). Es gibt eine berechenbare 2-Firbung von [IN]? ohne berechenbare
unendliche monochrome Teilmenge.
Insbesondere RCAq ¥ RT3.
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4 Satz von Ramsey fiir Paare

Es folgten weitere rekursiontheoretische Ergebnisse von Jockusch 1972 [JocT72]:
Satz 4.4 ([Joc72]).

1. Fir jedes n,k € IN gilt: Jede berechenbare k-Fdrbung von [IN]™ hat eine unendliche
homogene T1 Menge.

2. Fir jedes n > 2 gibt es eine berechenbare 2-Fdrbung von [IN]", die keine unendliche
homogene X0 Menge hat.

3. Fiir jedes n, k und jede berechenbare k-Firbung von [IN]™ gibt es eine unendliche
homogene Menge A, so dass A’ <p 0™ gilt.

4. Fiir jedes n > 2 gibt es eine berechenbare 2-Fdrbung von [IN]", so dass 02 <, A
fir jedes unendliche homogene Menge A gilt.

Korollar 4.5 ([Joc72]). Fir den Satz von Ramsey fir Paare (n = 2) gilt damit insbe-
sondere:

1. Es gibt eine 2-Fdirbung, so dass es keine unendliche monochrome A§ Menge gibt.
2. Fiir jede 2-Fdarbung gibt es eine unendliche monochrome Menge A, die low beziig-
lich 0" ist, d.h. A" < 0".

1987 betrachtete Hirst in seiner Dissertation im Zuge der Reverse Mathematics die
beweistheoretische Stéirke des Satzes von Ramsey [Hir87]. Er bewies neben Satz 2.4

Satz 4.6 ([Hir87, 6.5]). WKL ¥ RTL
Satz 4.7 ([Hir87, 6.8]). RCAg - RT3 — RTL
Satz 4.8 ([Hir87, 6.11]). RCAo - RT%2_ —I19-CP

Seetapun bewies 1995 mit einer rekursionstheoretischen Analyse, dass RT3 schwiicher
als ACAy ist [SS95].

Mit modelltheoretischen Methoden, konnten Cholak, Jockusch und Slaman 2001 in
[CJS01], u.A. das Ergebnis noch verbessern und beweisen:

Satz 4.9 ([CJS01, 10.2]). RCAg + X9-TA + RT?% ist [T} -konservativ iiber RCAg + X9-TA.

Satz 4.10 ([CJSO01, 11.1]). WKL + 29-TA + RT2  ist I3 -konservativ iiber RCAg +
$9-IA.

Auf den Ergebnissen von Jockusch aufbauend zeigte Simpson 1999

Satz 4.11 ([Sim99, I11.7.6] und Beweis zu [Sim99, 111.7.5]). Uber RCAq sind ACAqg und
RTY} fir alle n > 3 und k > 2 dquivalent.

Neuere Ansiitze versuchen die Stirke von RT3 genauer zu bestimmen, indem sie RT2,
in das Stable Ramsey’s Theorem (SRT3) und das Cohesive Ramsey’s Theorem (CRT3)
aufteilen, und diese Prinzipien getrennt betrachtet.
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4.2 Zwei Beweise fiir RT2

SRT? ist RT3 eingeschriinkt auf stabile Firbungen c, d.h. ¢({z,y}) ist fiir festes x und
groBe y konstant. CRT3 besagt, dass es fiir jede Férbung ¢ eine Teilmenge gibt, auf der
c stabil ist. Siehe dazu [HS07] und auch [CJSO01].

Es ist unbekannt, ob RT2 , oder RT3 iiber RCAg WKL implizieren.

Die Ergebnisse sind in folgendem Diagramm zusammengefasst. Die Pfeile driicken
Implikationen iiber RCAg aus, doppelte Pfeile driicken eine strikte Implikation aus.

ACAy <~ RT3

@)
ap  RT2, 2L mocp

<00
/
e E4>,<5>
WKL RT3
8
\|( " e

(9)
RTL < T19-CP

Diagramm 4.1: Zusammenhang zwischen RT und anderen logischen Prinzipien

Referenzen zu Diagramm 4.1:
(1) Satz 4.11

(2) Satz 4.10

(3) Satz 4.8

(4) Satz 4.9

(5) RCAq + X9-TA ¥ TI9-CP [HP9S, IV.1.29]

(6) Satz 4.7

(7) Sei COMP, die Zs Struktur, deren First Order Teil der Standard-Interpretation

in IN entspricht und deren Second Order Teile alle berechenbaren Mengen enthélt.
COMP F RCAq + II9-CP, aber COMP ¥ RCAq + RT%, wegen Satz 4.3.

(8) Satz 4.6

(9) Satz 2.4

10) [Sim99, 1.10.2]

4.2 Zwei Beweise fiir RT?

In diesem Abschnitt werden zwei Beweise von RT2? dargestellt. Zunsichst der urspriing-
liche Beweis von Ramsey [Ram30] und danach ein alternativer Beweis von Erdds und
Rado [EHMR&4, 10.2 S. 68], der genutzt wurde um Verallgemeinerungen des Satzes von
Ramsey in der mengentheoretischen Kombinatorik zu beweisen.
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4 Satz von Ramsey fiir Paare

Beide Beweise sind dhnlich aufgebaut: Es wird zuerst ein unendliches, min-monochro-
mes X C IN erzeugt. Auf X kann dann mit RT. eine unendliche monochrome Teilmenge
gefunden werden. (Beide Beweise konnen leicht verallgemeinert werden, so dass sie RTK*!
auf RTX zuriickfiihren. )

Der Beweis von Ramsey ist einfacher und scheinbar elementar. Allerdings ist er sogar
in ACAg nicht ausfithrbar [Sim99, S. 123]. Damit ist er zur genaueren Bestimmung der
logischen Stirke von RT? ungeeignet.

Der zweite Beweis ist in ACA( ausfithrbar. In diesem Beweis wird das Lemma von
Konig verwendet, welches in diesem Fall genauer analysiert werden kann.

Satz 4.12. RT? gilt, fiir allen € IN,

Beweis von Ramsey fiir Satz 4.12. Sei c: [IN]?> — C,, eine n-Firbung.
Wir konstruieren eine Folge () e, auf der ¢ min-monochrom ist.
Definiere dazu ¢;(x) = c¢({j,z}).
— Setzte xg := 0.
— Nach RT! existiert ein unendliches X7 C IN \ {zo}, auf der ¢y konstant ist. Setze
T1 := min X7.
— Es existiert wieder ein unendliches Xy C X; \ {21}, auf dem ¢,, konstant ist.
To := min Xs.
Durch Iteration erhélt man eine Folge X := (x;),cw, die nach Konstruktion min-mono-
chrom ist.
Definiere ¢: X — C,, mit ¢/(z;) := c({zj,xj41})-
Mit RT} existiert ein unendliches H C X mit ¢/(H) = i.
Fir z,y € H mit x < y gilt

c({z,y}) = () =1,

d.h. H ist monochrom fiir c. O

Fiir den vollsténdigen Beweis von Erdés und Rado, siche [EHMRS84, 10.2 Seite 68].
Die Notation des Beweises folgt [Far08].

Alternativer Beweis fiir Satz 4.12. Sei c: [IN]> — C,, eine n-Firbung.
Setze

ck:1{0,....k—1} - C,
x— c({k,z})

Definiere rekursiv eine partielle Ordnung < auf IN:
-0<1
— Falls < auf {0,...,m—1} bereits definiert ist, dann definiere fiir k € {0,...,m—1}

= ::{mE{O,...,m—1}|x<k‘}

und
k<m gdw. cgp, = cm|p,-
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4.2 Zwei Beweise fiir RT2

Fiir < gilt dann
(i) < € < und damit ist Py gleich der Menge der <-Vorgénger pd(k) := {z € IN |
x <k},
(i) 0 <z fur alle x € N\ {0},
(iii) < ist transitiv,
(iv) Auf pd(m) beschreiben < und < die gleiche Ordnung, d.h. fir z,y € pd(m) gilt
<y <y

(1), (ii) folgen direkt aus der Definition von <.

(iii):

(x <yund y < z) = x < z wird mit Induktion iiber z bewiesen.

Der Fall z = 0 ist trivial wegen (i).

Induktionsschritt (Die Aussage gilt fiir alle 2’ < z ~» die Aussage gilt fiir 2):

z<yundy <z=cyp, = Cy|p,» Cy|p, = C2|P,
und P, C P, mit Induktionshypothese fiir y < z
= Cz|p, = Cy|p, = Cz|P,

=<2

(iv):
4= folgt aus (i).
»=" Ohne Beschrinkung x # 0, dieser Fall ist nach (ii) trivial.
Beweis durch Induktion {iber m:
— Fiir m = 0 ist die Aussage nach (i) richtig.
— Angenommen die Aussage gilt fiir alle m’ < m.
Es gibt ein <-maximales ¢ mit ¢ < z und ¢ < y (0 < z,y mit (ii)). Sei p ein di-
rekter <-Nachfolger von i, der mit m <-vergleichbar ist. Ein solcher existiert,
weil i < x < m. Wegen i <y <m und ¢ < p < m folgt ¢, (i) = ¢ (i) = cp(4).
Aus der Induktionshypothese (fiir m’ = p) folgt, dass alle i’ < p mit i ver-
gleichbar sind, insbesondere gilt P, = P; U {i} (p € succ(i)). Mit ¢ < y und
cy(i) = cp(i) gilt dann p < y, der Fall p = y kann nicht eintreten. Analog folgt
p < x oder p=2x. Dai < 2 und 7 < y aber maximal ist, muss gelten p = x,
insbesondere x < y.

Aus (iv) folgt, dass pd(m) wohlgeordnet ist. Damit ist (IN, <) ein Baum.

Jeder Pfad in (IN, <) ist min-monochrom fiir ¢, denn fiir alle 7 € IN und alle x,y > 4
mit x <y gilt ¢({i,z}) = c({i,y}).

(IN, <) ist n-verzweigt (und damit insbesondere endlich verzweigt), weil fiir alle z,y €
suce(i) mit x # y gilt ¢;(i) # ¢y(i). Andernfalls wiren x und y vergleichbar, da schon
Ce|p; = Cy|p,- Da aber c(i), ¢y (i) € Cn gilt [succ(a)| < n fir alle i € T.

Nach dem Lemma von Koénig (Lemma 3.2) existiert ein unendlicher Pfad B.

Definiere:

¢: B— C, é(x) :=c({z,k}) fireink e Bmitk >z
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4 Satz von Ramsey fiir Paare

¢ ist wohldefiniert, weil B min-monochrom fiir ¢ ist.

Aus RT} folgt, dass es ein unendliches H C B gibt, auf dem ¢ konstant ist. Fiir
{x,y},{u,v} € [H]?, ohne Beschrinkung x < y,u,v und u < v, gilt &(x) = &(u) und
damit auch c({z,y}) = c({u,v}), d.h. c ist konstant auf [H]>. O

4.3 Formalisierter Beweis von RT?

Wir formalisieren hier den Beweis von Erdos und Rado und zeigen, dass der Beweis fiir
jede Folge von festen Instanzen in EA? + KL|™ ausgefiihrt werden kann.

Bei Einschrénkung auf Instanzen gilt das Farbenblindheitsargument wie in (4.1) nicht
mehr. Deshalb betrachten wir nicht nur iiblich RT3 sondern RT? fiir jedes feste n.

Eine n-Férbung c: [IN]?> — C,, kann mit einer Funktion é: IN x N — C,, mit é(z,y) =
¢(y, ) = c({z,y}) dargestellt werden. RT? wird damit auf folgende Weise formalisiert:

(RT2): Ve: Nx N — C, 3f' <y Adx13i < n (Vk3z >k f(z) =0
AVz,y(x#y A fz)=0A fly) =0—é(z,y) =1))

c(z,y) x <y,
cly,x) = >y.

RT2(t) bezeichnet RT?2 fiir einen festen Term ¢, der eine Funktion IN x IN — IN re-
prisentiert, RT2~ bezeichnet die Menge aller Instanzen von RT2(¢) wobei im Term t
nur freie Variablen von Typ 0 vorkommen. Im Folgenden wird n, wenn die Anzahl der
Farben aus t ersichtlich ist, weggelassen.

wobei ¢é(z,y) =

Lemma 4.13. Fir alle Farbungen c¢: N x N — C), ldsst sich die partielle Ordnung <
wie im alternativen Beweis zu Satz 4.12 und damit auch f wie in (3.1) auf S. 37 in EA?
definieren.

EA? beweist, dass <-Ketten min-monochrom sind, und die Eigenschaften (i)—(iv), d.h.

(i) Vo,y (z <y—az <y),

(ii) Yz >0 (0 < z),

(iii) Vz,y,z (z <y ANy <z—x < 2),
(iv)

gelten.

v) Vmyx,y (y<m—(z <y—x<mAzx<y))

Beweis. Ohne Beschrénkung c(x,y) = ¢(y, x).
Definiere:

p(0) := ()
p(1) = (0)

plm+1) = (pg*t .. o),
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4.3 Formalisierter Beweis von RT2

. m 0 Ve<k((p(k))y=0—clk,z)=cim+ 1,z
bt = {0 %0 < (66) (k. 2) = c(m + 1,1))

fur k:=0...m.
Es gilt
p(m) < @py(Az.1,m).

Dann ist

e {20 2

der Graph von < aus dem Beweis von Erdés und Rado von Satz 4.12. Damit kann <
mit elementarer Rekursion dargestellt werden und ist insbesondere in EA? definierbar.
Im Folgenden setze

x<y:=pz,y)=0.

(i), (ii) folgen direkt aus der Definition von < bzw. p.
(iii) folgt aus quantorfreier Wertverlaufsinduktion iiber z (mit (i)) in

VeVy<zyiz<yx<yAy<z—x<2).

Induktionsanfang ist trivial.
Induktionsschritt:

rT<yNy<z
—[Vi<z(i<z—c(zi)=cly,i)) N (Vi<y(i<y—cly,i)=c(z,1)))]

mit Induktionshypothese fiir y < z

—[Vi<z(i<zx—c(r,i)=c(y,i)) N (Vi<y(i<zx—c(y,i) =c(z,1)))]
—Vi<z(i<z—c(x,i)=c(z1))]

— T <z

(iv):

Die ,,—“-Richtung
Vm,z,y (y<m—(x <y—x<mAz<y))

folgt direkt aus (i) und (iii).
Die ,,«<“-Richtung ist (mit (i)) dquivalent zu

VmVe <m,y<m (z<mAy<mAz<y—z=<y). (4.2)

Beweis durch quantorfreie Wertverlaufsinduktion iiber m.
Induktionsanfang ist trivial.
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4 Satz von Ramsey fiir Paare

Induktionsschritt (m > 0):
Falls z = 0 gilt 4.2 wegen (ii).
Sei z <m, y <m und z < y, dann

x#0
W) i cali<ani<y) 2zB.i=0

ETi<a(i<a ANi<y AV <a (@ <2 ANi' <y)—i <i))

=:¢ maximal
—Ji<z(i<z Ai<yAimaximal A IJp<m(p<m A i=<p)) zB.p==x
ﬂ>32’<95(i<a:/\i<y/\imaximad

Adp<mp<mAi<p AV <m@ <mAi<p—p >p))

p minimal mit i < p <m
Mit (iii) gilt i < m.
Aus y < m und i < y folgt ¢(y,i) = ¢(m,i) und aus p < m und i < p folgt c(p,i) =
c(m,i), d.h.
c(y,i) = c(p,i). (4.3)
Mit der Induktionshypothese (fiir p) und (i) gilt
Vi3 (G =pAJ =p) =0 =5 <i<i)). (4.4)

Es kann nicht sein, dass ein i’ existiert mit 7 < i < p. Denn falls es das giibe, dann gilt
mit (iii) ¢ < ¢/ < m. Aus p minimal mit ¢ < p < m folgt damit i’ > p. Dies steht mit (i)
im Widerspruch zu i’ < p. Also folgt mit (4.4)

Vil (i <p—(i' =i Vi <i).

Damit, mit (4.3) und mit i < y,p gilt ¢(p,i') = ¢(y, ') fir alle i’ <p, dh. p <y (p=y
kann nicht vorkommen, weil p < z < y).
Dies impliziert dann

Ji<z(i<z Ai<yAimaximal A Ip<m(p=<y A pe succ(i)))

Analog folgt p = x. Bei x ist der Fall p < z ausgeschlossen, da dann i < p < x,y, somit
wegen (i) 7 < p, was im Widerspruch zu i maximal steht.

—Jdi<z(i<zx ANi<y Aimaximal A IJp<m(p=<y Ap==x)

—r <Y [
Lemma 4.14. Sei f die Darstellung des Baumes (IN, <), wie in (3.1), dann gilt
EA? FVe: NxIN — C,, (II{-CA(éc) = VI 3k Vs, z (Ith(s) =L A f(s* (z)) = 0>z < k)),

wobei € ein geeigneter geschlossener Term ist.
Insbesondere folgt T'[(f).
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4.3 Formalisierter Beweis von RT2

Beweis. Bezeichnungen wie im Beweis zu Lemma 4.13. Sei ¢ eine n-Férbung, ohne Ein-
schrankung c(z,y) = c(y, z).

Nach Lemma 4.13 kann die partielle Ordnung < und damit auch die charakteristische
Funktion des Erdés-Rado-Baumes f in EA? definiert werden.

Definiere:

h(0,p°,%) :=() =0

m fall m+1 =0
h(m—|— 1,p07C0) — h(m,p, C) % <(C) +1> alls (p) +1
()=0 sonst
h(k,p,c) < c
g(m) := h(m, @y (Az.p(z, m),m), @\, (Av.c(z, m),m))
h streicht die Positionen ¢ in dem Tupel ¢, an denen (p); # 0 gilt. Somit g(m) =
{e(myig), ..., c(m,ig)) fiir die gesamten Vorgénger von m i < ...i; < m. g ist in EA?
definierbar, weil h elementar-rekursiv ist.
Nach Definition von ¢ gilt

(9(x))i <mn, (4.5)
z=<y—g(@)Cgy) (4.6)

Fir g gilt weiter

9(z) = mx (z)
i>Hv<z(g(z):m>k<:z?> Av=<z AV <z@ <z—v <))

v maximal mit v < z

—Fv <z (9(z) =m* (x) A z € succ(v))

™ 5, < z(g(z)

mx* (x) A z € succ(v) A Vo <v(z <vez < z))
mx* (z) A z € succ(v) A p(v) C p(2))

—Jv <z (g(2)

mit (i) und da v maximal mit v < z, gilt (p(z2)); =0firie {v+1,...,2 -1}
Dies impliziert, dass

Fv < z(g(z) =mx*(z) A z € suce(v) A g(v) =m)
und damit
Jvg(v) =m A z € succ(v).
Es gilt also

Vz (g(z) =m = (z) —Fv < zg(v) =m A z € succ(v)). (4.7)
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4 Satz von Ramsey fiir Paare

g ist injektiv. Durch I19-Induktion iiber I folgt

VIVz,y (x #y A lth(g(x)) =1—g(x) # g(y)) - (4.8)

Diese Induktionsformel enthélt ausschliefllich den Parameter ¢ und kann deshalb auch
als TI9-TA(&1¢) geschrieben werden, fiir einen geeigneten geschlossenen Term &;.
Induktionsanfang (I = 0) folgt aus (ii) und der Definition von g.

Induktionsschritt:

Jz,y(z#y A lth(g(z)) =1+ 1 A g(z) = g(y))

(4—'723x,yflscl,y/ (x #y Alth(g(z)) =1+ 1 A z € suce(z') A y € suce(y') A g(x) = g(y)

A g(a) Cg(@) A lth(g(2') =1 A g(y') T g(y) A lth(g(y') =1)
Eﬂx,yﬂ:v’ (x #y Alth(g(z) =14+ 1 A z,y € succ(x') A g(x) = g(y))
x und y sind direkte Nachfolger von 2’ und c(z,2") = (9(z)); = (9(y)); = ¢(y,2’), d.h.
x, y miissen gleich sein oder sie sind untereinander vergleichbar. Die erste Moglichkeit

widerspricht der Annahme, die zweite widerspricht mit (4.6) g(x) = g(y).
Da g injektiv ist folgt aus (4.7)

Vz,v (g(z) =m = (x) A glv) =m—v < z)
Daraus folgt mit I1{-Induktion und Lemma 4.13 (iii)

VIV, y (Ith(g(y)) =1 A g(z) T g(y)) =z < y).

Die Induktionsformel enthélt nur den Parameter ¢, da g € EA2%(c). Deshalb kann die
Induktion als TI9-TA (&2¢) geschrieben werden, fiir ein geeigneten Term .
Mit (4.6) ergibt das
z<y—g(x)Cgy) (4.9)
Insbesondere gibt Ith(g(z)) + 1 die Ebene an, in der 2 im Baum liegt.
Aus der Injektivitit und X9-TA folgt

VI3kVx (Ith(g(x)) =1—x <k). (4.10)
Denn, wenn das nicht gilte, dann gébe es ein [ mit
Vk 3z (Ith(g(z)) =1 A x> k).

Mit X{-Induktion folgt dann, dass es beliebig lange Folgen (zo,...,z) mit 7; < ;41
gibt mit Ith(g(z;)) = [. Dies widerspricht (4.5) und der Injektivitét, denn es gibt nur
maximal n! viele Werte von g mit Ith(g(-)) = I.

Die hier verwendete Induktion enthélt nur die Parameter [ und ¢ und kann damit als
Y9-TA(&3¢l) geschrieben werden, fiir einen geeigneten Term 3.
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4.3 Formalisierter Beweis von RT2

Da lth(g(z)) + 1 die Ebene angibt, in der  im Baum liegt, gilt
f(sx(x)) =0—1lth(s) = lth(g(x)).
Daraus folgt mit (4.10), die Konklusion der Behauptung
VI3kVs,x (Ith(s) =1 A f(sx(x)) =0—x < k).

9-TA(t) bzw. X0-IA(t) folgt aus QF-TA und I1Y-CA(Ct) (mit geeigneten (). Da mit
Bemerkung 1.18 Folgen von I1{-Komprehensionsinstanzen (H?—CA(ti))i in eine Instanz
kodiert werden konnen, folgt, dass es einen geschlossen Term ¢ gibt mit

MY-CA(éc) — TI0-TA(&1¢) A TIO-TA(€a¢) A VI S9-TA(E3cl).
Daraus folgt dann die gesamte Behauptung. O

Satz 4.15. Zu jedem festen n lassen sich geschlossene Terme & und & finden, so dass
EA?FVe: N x N — G, (KL[(&1¢) A TI9-CA(é¢) = RT(c)) -

Beweis. Sei f der Baum wie in Lemma 4.14. f kann geschrieben werden als ge. Aus
M9-TA(&1¢) und $9-TA(&acl) fiir entsprechende &1, & folgt T'[(gc).
Da f € EA%(c), gibt es ein entsprechendes &1, so dass mit KL[(&¢) folgt, dass ein
unendlicher Pfad b existiert.
Es gilt
Va,y (x < y—bx < by).

Nach Definition von < ist ¢ auf b(IN) min-monochrom. Wegen Lemma 4.13 (i) ist b auch
streng <-monoton.
Definiere
cx = c(bx,b(x + 1)).

Da b(IN) min-monochrom folgt
VaVy > xc(bx,by) = ¢x.

Mit RT} gibt es eine Farbe i, die unendlich oft vorkommt. Damit ist A := {bz | éz =

i} eine unendliche monochrome Menge und b*k := t3,<kpo=k A ck=i|k] eine Losung fiir
RTZ2. O
Satz 4.16.

EA? + QF-AC*? + WKL F Ve: N x IN — C), (II?-CA(é¢) — RT?(c))
fiir jedes feste n, wobei & ein geeigneter geschlossener Term ist.

Beweis. Folgt aus Satz 4.15 mit Lemma 3.8, Proposition 1.19 und Bemerkung 1.18. [
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4 Satz von Ramsey fiir Paare

Bemerkung 4.17. In Satz 4.16 wird QF-AC®9 nur fiir die Anwendung von Propositi-
on 1.19 bendtigt.
Damit gilt auch

EA% + WKL F Ve: N x N — C), (II%-AC(¢¢) — RT2(c))

fiir einen geeigneten geschlossenen Term &.

Bemerkung 4.18. Aus Satz 4.16 folgt mit Bemerkung 1.18, dass I1)-CA~ eine ganze Folge
von Instanzen von RT? (¢;) beweist. Allerdings muss die Anzahl der Farben beschrénkt
sein (n; < n), da in dem Beweis RT? (¢;) mit II{-CA™ auf RT} zuriickgefithrt wird.
RT] folgt aus RT}, das fiir ein festes n in EA? beweisbar ist. Ist (n;); unbeschrénkt,
wird RTL  benstigt.

RTL _ ist dquivalent zu II{-CP (Satz 2.4) und damit in EA? oder E-Go,A“ nicht

<00
beweisbar.

Bemerkung 4.19. Eine nihere Betrachtung des Beweises zu Satz 4.16 zeigt, dass eine In-
stanz von I1{-Komprehension nicht nur eine Folge von Instanzen des Satzes von Ramsey
(RT2(cy)) ., impliziert, sondern auch die Existenz einer Folge homogener Mengen ( fx)x
und Farben (i) beweist (siehe Bemerkung 1.18).

4.3.1 RT? fiir transitive Farbungen
Eine n-Farbung c: [X]? — C,, heifit transitiv, falls

Va,y, z (c({z,y}) = c{y, 2}) = c({z, 2}) = c({z,9})).

Sei RT2, wie RT2 mit der Ausnahme, dass die monochrome Menge nicht durch eine
charakteristische Funktion sondern durch eine Aufzihlung gegeben wird. Mit der Nota-
tion von oben wird RT2, auf folgende Weise formalisiert:

(RTZ.): Ve: Nx N — C, 3f' 3i <n (Vk f(k+1) > f(k)
A Va,y (@ #y—e(f(2), f(y) = 1))

RT?Z, folgt aus RT2 mit ¥{-IA. Uber RCA( sind diese Prinzipien damit #quivalent.
RT2 (c) und RT?™ sind wie oben definiert.

Korollar 4.20 (Zum Beweis von Satz 4.15).
EA? FV¥nVe: N x N — G, mit ¢ transitiv (KL[(&1¢) A TIY-CA(&¢) — RT2.(c))
fiir geeignete geschlossene Terme & und &s.

Beweis. Die von b aus dem Beweis zu Satz 4.15 aufgezéhlte Menge ist min-monochrom,
insbesondere

Va,y >0 (6(b0,bx) = ¢(b0,by) =:1).
Aus der Transitivitdt der Farbung c folgt

Va,y (z # y— é(bx, by) = i).

D.h. b ist die Aufzidhlung einer unendlichen fiir c-monochromen Menge. O
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4.4 Hauptresultate

Bemerkung 4.21. In diesem Fall wurde kein RT} verwendet. Damit gilt das Ergebnis
auch fiir Folgen von transitiven Farbungen mit unbeschrankt grofler Anzahl an Farben.

Sei ADS (,,Ascending Descending Sequence®) das Prinzip, das jede unendliche lineare
Ordnung <j, eine unendliche monotone Teilfolge besitzt. ADS(p) bezeichnet ADS fiir
eine feste lineare Ordnung, die durch p beschrieben wird. ADS, beschreibt ADS, wobei
die Losung durch eine aufzihlende Funktion geben ist. Uber RCAg sind ADS, und ADS
dquivalent.

Setze

0 z<pvy

c({z,y}) := { fiir x < y.

1 z>py

¢ definiert eine transitive 2-Farbung und jede unendliche c-monochrome Menge be-
schreibt eine monotone Teilfolge von <p. Damit gilt

EA? - RT3, (c) — ADS,(p)
und insbesondere

EA? I Vp mit p lin. Ordnung (KL[(&]p) A I-CA(&p) — ADS.(p)) -

4.4 Hauptresultate
Mit diesen Ergebnissen konnen die Sitze aus Abschnitt 1.3 um RT? erweitert werden.
Satz 4.22. Sei k >3, A ein I1}-Satz und n € N, dariiber hinaus gelte

E-GxA“ + QF-ACH + AJ-CA™ 4+ TIY-AC™ + WKL+ RT?™ - A

dann folgt
GrA® + XV-TA + Mon(A) F A.

Beweis. Satz 1.38 und Satz 4.16. O
Wie in Kapitel 1 sei
T := E-GooAY 4+ QF-ACH? + QF-AC™! + WKL + AS-CA~ + I-AC".

Satz 4.23. Sei Ao(f,y) eine quantorfreie Formel, die nur f, y frei enthdlt und sein € IN.
Dann gilt

T +RT2 RV 30 Ao(f,y)

= FEs existiert ein primitiv-rekursives Funktional ¢ (im Sinne von Kleene) mit

WE-HA“| - Vf Ao(f, o(f)).
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4 Satz von Ramsey fiir Paare

Insbesondere gilt

T +RT2 Fva? 30 Ag(x, )
= Fs existiert eine primitiv-rekursive Funktion ¢ mit
PRA F Vx Ag(x, ¢(x)).

Beweis. Satz 1.41 und Satz 4.16. O]

Satz 4.24. Fiir jedes n € IN gilt
(i) T+ RT2™ ist -konservativ iiber PRA,
(ii) 7 4+ RT2" ist I13-konservativ iiber PRA + X{-1A,
(iii) 7 + RT2" ist $-konservativ iiber PRA + II9-CP.

Beweis. (i) folgt aus Satz 4.23.
(ii) und (iii) folgen aus Satz 4.22, wie Korollar 1.39 und Korollar 1.40 aus Satz 1.38. [

Analog konnen diese Sdtze auch mit den Prinzipien aus Abschnitt 4.3.1 erweitert
werden. Allerdings lassen sich diese Ergebnisse nicht auf RTZ_ erweitern (siehe dazu
Bemerkung 4.18):

Satz 4.25.
E-GooA® + QF-AC'Y + QF-AC™ + WKL + AJ-CA™ ¥ VnRT2™

Beweis. Eine Folge von RT?~ mit unbeschrinkt grofier Anzahl an Farben ist ausrei-
chend um die Totalitét der Ackermann Funktion zu beweisen. Siehe dazu [Hir87, 6.12],
alle in dem Beweis verwendete Instanzen von RT? sind von der Form RT? . Da Diago-
nale der Ackermann Funktion nicht primitiv-rekursiv beschrinkt werden kann, folgt die
Behauptung mit Satz 1.41. O

Bemerkung 4.26. Satz 4.23 kann auch als eine beweistheoretische Verfeinerung der Er-
gebnisse von Jockusch (Korollar 4.5) gesehen werden. So folgt Satz 4.5.2 aus einer weniger
detaillierten Analyse des Beweises von Erdds und Rado:

Sei M das Modell dessen First Order Teil der Standard-Interpretation in IN entspricht
und dessen Second Order Teil alle Mengen in 0" enthilt. Es gilt

M E RCAq +10-CA~.

Es existiert eine Erweiterung M’ von M, die auch WKL erfiillt und, so dass alle
Mengen low relativ zu 0/ sind, d.h. fiir jede Menge A gilt A" <7 0” (Harrington, siche
[Sim99)).

M' E RCA( + I1%-CA~ + WKL
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4.5 Funktionalinterpretation von RT%

und nach Satz 4.16
M’ E RT3 .

Also hat jede Instanz von RT3 eine Losung A mit A" <p 0”.

Bemerkung 4.27. Fiir das Ergebnis aus Satz 4.16 wird volles WKL benétigt, Instanzen
von WKL reichen nicht aus. Denn fiir ein geeignetes ¢ gilt

I-CA(Ct) — WKL(t)
und damit fiir das Modell M aus Bemerkung 4.26:
M ERCAg +J-CA~ + WKL™.
Wiirden Instanzen von WKL ausreichen um RT3~ zu beweisen, dann wiire
M E RT3

und jede Instanz von RT3 hitte eine 0/ Losung. Dies widerspricht aber Korollar 4.5.1.

. . . 2
4.5 Funktionalinterpretation von RTZ

Wir wenden die Funtionalinterpretation auf die folgende zu RT2<OO dquivalente Aussage
an:

Vn,c3Ix! 3 <n (VEIm > kx(m) =0 A Va,y COL(z,y)),

wobei
COL(z,y) =[x(x) =0 A x(zx+y+1)=0—c(z,x+y+1)=1].

Funktionalinterpretation:
Vn, VK VX,Y 3x' 3i < ndg
(9(Kxig) > Kxig A x(g(Kxig) =0 A COL(Xxig, Y xig))

Sei ¢ fest (aber beliebig) und sei f die charakteristische Funktion des zugehérigen
Erdés-Rado-Baumes. f 1dsst sich aus ¢ primitiv-rekursiv berechnen (Lemma 4.13). Wir
wenden die Funktionalinterpretation von KL[ (siehe Abschnitt 3.3) an, um zu zeigen,
dass es ein b mit

f(b(Ab)) =0 (4.11)
gibt. Definiere dazu:

min{R'(0) | Bnd(l, R'(0), R""'(0)) wobei i =0...n'} falls existiert
e 0 sonst
min{(bo, ..., bz—1) | o
z_ ont fall tiert
to(x) = bp—1 < 3i_gn' A by <bir1 A f({bo,...,bz—1)) =0} alls existier

0 sonst
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4 Satz von Ramsey fiir Paare

Nach dem Beweis zu Lemma 4.14 gibt es maximal n! verschiedene Werte in der Ebene
I 4+ 1 des Baumes. Mit endlichem Schubfachprinzip gilt deshalb

VIBnd(l, txlR, R(txlR)).

Da die Werte in den ersten [ + 1 Ebenen verschieden sind, folgt mit endlichem Schub-
fachprinzip, dass es unter Efzoni Werten einen geben muss, der tiefer im Baum liegt.
Damit gilt
Va Inf(z, tox).

Bemerke tq ist primitiv-rekursiv, da das Suche der <-kleineren Werte entscheidbar ist.
Damit erfiillt ¢, aus (3.6) mit K =tg und ) = tg die Bedingung (4.11).

b ist nach Definition von f streng monoton steigend.

Setzte, wie in dem Beweis zu Satz 4.15

1 falls 3z < kbx =k A c(bk,b(k + 1)) =1,
txi,b = k.
0 sonst.

Setzte K’big = f(txi’big.

Wir interpretieren nun die anschliefende Anwendung von IPP. Es folgt wie in der
Losung der Funktionalinterpretation aus Abschnitt 2.2 von IPP, dass es x;, ¢g; in Ab-
héngigkeit von b gibt mit

zp = K'bi(\j.b(ginj))

giv(zip) = max{xop, ..., Tpp}

und damit auch mit

b(gip(zip)) = b(max{xop, ..., Tnp})

> max{xgb, ces ,a;nb}.
Setzte:
ta(b) := b(max{xot,, ..., Tnt, })
ti == c(tp(max{zot,, ..., Tnt, })(tp(max{zos,, ..., Tns, } + 1))
= c(ts(got, (zot,)) to(got, (Tor,) + 1))
ty = )\j'tb(gtitb(j))'
Damit gilt

tx(tg(f(txtitg))
t(to(grst, (K toti (Nt (9t:0,5)))
(to(
(to(

ty (ty(max{xop, . .., Tnp}))
tx(to(got, (ot )
0 nach Definition von ¢, und t4
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4.5 Funktionalinterpretation von RT%

und
tg(Ktytitg) = to(gety (we,1,)) = to(max{woy,, . .., Tnt, }) = Kiytity.

Nach Definition von f und t, gilt
Vz,y COL(z,y).
Diese Ergibt insgesamt folgende Losung;:

ty = [to(ts)] t, wie in (3.6)
(Z0bs - - - Tnp) 1= Brin(K'b,n, ()
ta(b) := b(max{zgp,...Tnp})
ti := c(tp(max{xot,, ..., Tnt, })(Eo(max{zos,, ..., Tns, } + 1))
tg := Aj.ty(h ) hs wie in Definition 2.5

K'ty, (Toty Tty
1 falls 3z <k (tyx =k A c(tpk, to(k+ 1)) = t;)
ty == Ak.

0 sonst

Die gesamte Argumentation kann in WE-HA® I + (BRo,1) ausgefithrt werden (By;,
kann mit By definiert werden).

Bermerke, dass Terme von Grad < 2 aus me I+ (BRo,l) und damit auch Terme
von Grad < 2, die aus dieser Losung der Funktionalinterpretation aufgebaut sind, sich
in Terme aus 7" umrechnen lassen (Satz 1.36).
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden Beweise fiir den Satz von Ramsey analysiert. Mit
dieser Analyse konnte gezeigt werden, dass sich ein Beweis fiir RT3 in EA? + QF-AC +
WKL + I1Y-CA~ formalisieren liisst.

Damit konnten wir zeigen, dass sich die Elimination von Skolemfunktionen fiir mono-
tone Formeln auch auf Beweise, die RT2  verwenden, anwenden lisst (Satz 4.23).

Insbesondere zeigten wir damit, dass EA%2+QF-AC+WKL+TI19-CA~ + RT3 I1%-kon-
servativ iiber PRA + II{-CP ist. (In der Sprache der Reverse Mathematics: WKLY +
MY-CA~ + RT3 ist I{-konservativ iiber RCA( + II9-CP.)

In den meisten Satzen bzw. Beweisen aus der Mathematik, die den Satz von Ramsey
verwenden, geniigen Instanzen dieses Satzes. Damit verschérft unser Ergebnis in vielen
Fillen die Konservativititsresultate von Cholak, Jockusch und Slaman (Satz 4.9 und
Satz 4.10, [CJSO01]).

Unsere Ergebnisse konnen als eine beweistheoretische Verfeinerung der Resultate von
Jockusch (Satz 4.4, [Joc72]) gesehen werden. Wir haben den gleichen Beweis analysiert.
Unsere Analyse fand allerdings im Gegensatz zu der rekursionstheoretischen Analyse von
Jockusch in einem schwicheren Kontext statt; insbesondere untersuchten wir auch die
Verwendungen von Y.{-Induktion (Bemerkung 4.26).

Weiterhin konnte die Optimalitdt der Analyse im Bezug auf die Anzahl der Farben
nachgewiesen werden, denn fiir eine unbeschrinkte Anzahl an Farben (RTZ_ anstatt
RT27) wiire Satz 4.23 falsch (Satz 4.25).

Mit Hilfe der Analyse des Beweises von Erdés und Rado gelang es, die Funktionalin-
terpretation von RT2  zu l6sen (Abschnitt 4.5).

Dariiber hinaus présentieren wir einen anderen Ansatz, gewisse Anwendungen des
unendlichen Schubfachprinzips aus Beweisen zu eliminieren, indem wir die Anwendungen
der endlichen Bar-Rekursion in den Lésungstermen der Funktionalinterpretation genauer
betrachten und zeigen, wann sie durch eine primitiv-rekursive Funktion ersetzt werden
konnen (Kapitel 2).

Es bleibt zu untersuchen, ob dhnliche Ergebnisse auch fiir die Funktionalinterpretation
von RT2  oder RT3 gelten. Des Weiteren ist noch nicht geklért, ob sich die Elimination
von Skolemfunktionen auch auf RT3 anwenden lésst.
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